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PREFACE

et ouvrage vient compléter le livre de cours d'Analyse (tome I) de la
collection " Maths-plus”. Il propose des exercices et problémesde
niveaux vari€s sur le programme des premiéres années aes facultés
et instituts supérieurs.

Les exercices sont rangés par ordre de difficulté croissante et sui-
vent presque fidélement les paragraphes et chapitres du livre de cours
d'Analyse (tome I) de la collection "Maths-plus".

La méthode est simple : chaque exercice est suivi d'une solution dé-
taillée et quelquefois en plus, d'exercices de méme type non résolus. Ainsi,
pour une bonne compréhension du cours et une bonne préparation a un exa-
men, il est vivement conseillé de chercher et d'essayer de résoudre SEUL les
exercices et le cas échéant, revoir la ou les parties du cours avant de consulter,
en extréme recours, la solution du probléme, 1'écrire et 1a refaire soi-méme.

Nous espérons que ce livre apportera une aide efficace aux étu-
diants et leur permettra de mieux aborder les notions et méthodes nouvelles
introduites au début des études supérieures en Analyse.

LES AUTEURS.
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calcul dans R - 9

CALCUL DANS R

1.1. Soit A une partie non vide de R. On pose (- A) = {-x fx e A}. Montrer que :
1°) Si A est majorée, (-A) est minorée etona: inf (- A} =-sup A.
2°) Si A est minorée, (-A) est majorée etona: sup (- A)=-inf A,

Solution
1°) Soit A une partie non vide, majorée de R. Soit o sa borne supérieure. Donc,
par définition on a ;

D¥xe A x<ao.
mvee( I xpe A o—g<xg < 0.
11 est clair que (-A) est une partie non vide et mingrée par o' = — ¢ puisque
d'aprés i) :

Vye(-A) -ye A donc -ysoa.cestadire -a<y.
D'autre part, soit € > 0. On sait, d'aprés ii) qu'il existe xg € A tel que :

o~-eg<xp<a.Dotl -of-x5<-a+e Parsuite
a<-xpg<a' +e Doll: Ve>0 dyge ((A) o'<yg<a +¢.

Donc o' =- sup A est la borne inférieure de (-A)
2°} Démonstration analogue, u

1.2. | Soient A et B deux partics non vides de R. Montrer que :

1°) Si A et B sont majorées, A W B est majbrée et
sup (AwB) = sup (supA, supB).

2°} Si A et B sont minorée, A v B est minorées et
inf (AUB) = inf (infA, infB)

Solution

1°) A et B sont des parties non vides majorées de R, soit oo=sup A et f=sup B
Soit M = sup (o, B). M est alors un majorant 4 la fois de A et de B,donc de (AUB)
Comme A ct B joucnt des rdles symétriques, on peut supposer, par exemple que

M=p.
Soit € >0, Comme M =f =sup B,ilcxiste yp& Bielque P-e<yg<B.
Dol : Vex>0 Jyge (AUB) p-e<yp =B
Ce qui prouve que sup (A w B) = M= sup (sup A, sup B).
29} Démonstration analoguc, -
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1.3.

Soit {A,},, < ; une famille quelconque de parties non vides de R,

.1°) Si pour tout a€l, A, est majorée et si I'ensemble

U = {supAyfae]) est majoré, alors WA, estmajoréeetona:

ael
sup{ U Aa) = sup (sup Au)
oel
Peut-on avoir le résultat si lhypothése "U major€” n'est pas vérifiée?

2°) Si pour tout ael, Ay est minorée et si lensemble V= [infA, / oe I}

est minoré alors LA estminoréeetona: inf( v A)= inf (inf A)

ael ael
Peut-on avoir le résultat si I'hypothése "V minoré" n'est pas vérifiée?

Solution
1°) Pour tout & € I, A, est une partie non vide et majorée de R. Soit S = SUpA,,.

De plus, l'ensemble U= {sg=sup A, /o€ I} est majoré (et non vide).
Soit s = sup U. Pour simplifier 'écriture, posons A= u A

On a par définition: Yael supA,<s. ael
D'oi : YxeA x<s, et A est alors majorée par s.
Soite> 0,

Comme s=supU,ilexisteae I telque s-&f2<sg<s.
Mais alors, comme par définition sg =sup A, ilexistex e A, tel que
S -€f2 <x <5y . Dob:
S-€=(s-82)-8/2<s5g-e/2<x L8y <5,
Et par suite:
Ve>0 Ixe A s-g<x<s.
Ce qui montre que : s =sup A . C'est & dire :

sup (W Aa) =sup (supA )

ael
Supposons, maintenant gue U n'est pas majoré, D'oit :
VaneN 3Jazel telque Sq, > I

En choisissant € = (8¢, - n) > 0, on peut écrire par définition des sg :
Vne N dxn€ Aqg, telque sg -£<Xx3$ s, -

D'oir : .

Vne N dxp€ Ag, tel que n < xp.

ou encore VYnelN dxp€ A tel que n <xp.
Cequiprouveque A= u Aa n'est pas majorée,
el -
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14.

1.5.

Exemple: I=N,
Vne N Ap =] -e0, n]
Pour tout n € N, Ay est majorée et sup Ap =n,donc U=N,etA= U A =R
ne N

n'est pas majoré. On peut poser dans ce cas, par convention : sup A =+oo
2°) La démonstration est analogue. n

Soient A et B deux parties non vides de R. On définit I'ensemble

A+B= {x+y/xeAetyeB}. Montrer que :
1°) Si A et B sont majorées , (A+B) est majorée etona:
sup (A + B) = sup A + sup B.
2°) Si A et B sont minorées , (A + B) est minorée eton a :
inf (A + B) = inf A + inf B,
3°) Généraliser ces résultats 2 un nombre fini de parties non vides de R.

Solution
1°) Posons co=sup A et P =supB.
Pourtout z=x+ye (A+B)ona:
=x+y<supA + sup B.
Donc (A + B) est majorée eton a: sup (A + B) <sup A + sup B.
Mais, de plus, on a :

Ve>0 Ixg€ A o-ef2<xg<a.
Ve>0 3ype B B-€2<yp<B.
D'oil, en posant  zy=Xp+yg€ (A+B),ona:
Ve>0 3 z5e (A+B) telque (a+P)-e<zp<(o+P)
Ce qui prouve que (ot + B) est la borne supérieure de (A + B).
Autrement dit : sup (A + B) =sup A + sup B.

2°) Démonstration analogue.

3°) Pour généraliser ces résultat, il suffit de voir que :
A + B + C = (A + B) + C, et appliquer, par réccurence, les résultats 1) et 2).
|

Soient f et g deux fonctions-numériques définies sur une partie E, non vide, de R
Si f est bornée on définit sup f = sup f(E) et inf f = inf f(E) . Montrer que :
1°) Si f et g sont majorées , ( f + g ) est majorée etona:
Sup(f+g) <supf+supg
A-t-on égalité dans le cas général ? Justifier votre réponse.
2°) Si f et g sont minorées , (f + g) est minorée eton a:
inf f + inf g < inf (f+g)
A-t-on égalité dans le cas général ? Justifier votre réponse.
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1.6. |

Solution
1°) Soient fet g deux fonctions numériques majorées, sur une partie E non vide

de R. Par définition on a :
¥VxeE f+2@=1fx)+gx)<supf+supg

Donc (f + g) (E) est une partic non vide et majorée par sup f + sup g.

Comme la bome supérieure est le plus petit des majorants, on a :
supf+g)<supf+supg

on n'a pas égalité dans le cas général. En effet :
SiE={-1,1) et f(x)=x etgx)==x

f et g sont majorées sur [-1, [l etsupf=1letsupg=1

Alorsque (f+g) &) =0 pourtout xe [-1, 1].

donc sup(f+g)=0 # supf+supg=2

2%y Démaonstration analogue |

Soient A et B deux parties non vides majorées de R+.

On définit I'ensemble AB = {xy/xc A et yeB)
Déterminer  sup (AB) et inf (AB).

Solution )
Soient oa=supA et f =supB.
Si A ou B est réduit 4 {0}, le produit AB = {0}
donc sup (AB)=0=sup A . sup B.
Supposons donc que A et B ne soient pas réduits a {0).
Donc a£0 et f:0.
On a d'abord Vxec A VyeB Xy < sup A sup B.
Donc of est un majorant de AB.
D'autre part :
£
Ve>0 dxae A a-;-:xosa.
e
Ve>0 dy,e A B-—<y,<B.
20

A et B étant des parties de R+et ooz 0etP=0donc a>0etP>0. Donc:
2

e
afpzzy=xpy,>of-e+ —>off €.
4o

Dot: Ve>0 Jz,e AB telque of-e<zy<af.

En résumé sup (AB) =sup A . sup B.
De méme, on démontre que ; inf {AB}=inf A . inf B. [ |
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1.7. | Pour chacun des ensembles suivants donner, si elles existent, la borne inférieure
et fa bome supérieure et dire si elles font partie de I'ensembie considérd

199 A={xeQ /x257)

2 B={xeQ /x3<8)

3} C={xeR /x2<5)

Solution

1°) Soit A={xeQ /x2<7).
D'abord : Ve A x2<7<0.
dou ¥ xe A xe [-3, 3]

Don¢ A estune partie de R qui est bornée, done elle admet une borne inféricure
et une borne supérieure. et on a ;

supA=+/T7¢ A

etinfA=-v/Te A,
29B={xe Q /x3<8).
¥xeB x3 <8 équivaul a dire que : (x - 2) (x24+2x+4) <0,

Or le discriminant du windme (x2+2x+4) est négatif donc cette
quantité est  toujours sirictement positive . Dol

VxeR :[xeB « xeQ e x<2].
Doii B =]-c, 2] Q. Bestalors majorée par2et supB=2€ B,
Alors que B n'est pas minorée, On peut poser, par convention inf B =« o

3 C={xeR /x2<5)
YxeR :[xeC & xel-V/5,V5]1

DoncC=[-\/§,\/§]doncinfC=-\/§ e C supC=\/§ E'C.
| |

1.8.| SoitE={xe R* /I (mnyez2 x=m+n /2 )
Montrer que inf E = 0,

Solution

Soit E={xeR* /3(mn)ecZ? x=m+n/2}.

Montrons que inf E=0.

D'abord, comme E est une partie non vide de R*+ puisque 1 € E | E est minorée
par O donc posséde une borne inférieure.

Soit x5=-1+ V2= E. x, € 10, 1{. Montrons que pour tout k & N* xs € E.
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1.9.

Par récurrence. )
Pour k=1 xg=xp€ E.

Supposons que x'é e E. D't il existe un couple (m, n) € 72

tel que xg =m+ nﬁ

Ona: xg” =x§.x0=(m+n\/§)(-l +v/2)=@2n-m)+(m-n) /2.

" k+1
d'ou  x

Ainsi, on a construit une suite géométrique d'éléments de E, de premier terme x et

k

€ E. carx*e E donc x*>0 et Xo>0.

de raison x_ € ]O, 1[. Cette suite est convergente et tend vers 0. D'ou :

Ve>0 INeN VkeN/[k2N= IxKk-0l<e]
Donc, en particulier

xlzxgeE et 0<xg"<s.
Dot Ve>0 Tx1e€ E tel que O<x1<0+e¢.
Ce qui prouve que 0 est la bome inférieure de E. [ |

Montrer que chacun des ensembles suivants est borné, et calculer sa borne
supérieure et sa borne inférieure :
19 A={ "1 /newn*)

n+1

2°) B = {sin((n/n) - n/4) / neN* )
3°) C={1/n+sinnn/3) /ne N*)

Solution .
1°Soit A={ =~ /neN)
n+
Pourtoutn e N :
' n-1
AL —=1-—x<1
n+ n+1

Donc A c [-1, 1] donc -1 est minorant de A et 1 est un majorant de A.
Comme -1= % € A donc inf A = -1 qui est donc le plus petit élément de A.
Montrons que 1 est 1a borne supérieure de A.

L. . y 2
Considérons la suite de terme général =1

Lorsque n tend vers + o, cette suite tend vers 0. Donc :
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Vex>0 3Nege N Vne N [(n2Ng = 3. <é]
. . 2
Donc en particulier N77<¢
. £
i) 2
. >-€ et 1-£<1-
D'ou N +1 N +1
€ €
2
Posons x =1l-————¢€ A on a alors :
€ Ng+1

Ve>0 dxge A telque 1-eg<xg<l.
Ce qui montre que : sup A=1.

29B={ sin(n/n-m/4) /ne N*J.
V x € R Isinx|<1, donc l'ensemble B est borné.

V2

sin(r - ©/4) =sin T4 = SiII(TC/z -Th) = 5

D'autre part V xe N [n22.= -w/4<n/n-n/M4<n/4]
Comme la fonction sinus est croissante sur [-/2, t/2Jona:Vye B -

IA
<
IA

~S

2 ) 2 .
Donc - —— est un minorant et ——  est un majorant de B. Comme = — € B

2 2
2
c'est donc le plus grand €élément de B. d'ot sup B = \/_2——
2
Montrons que inf B = - _4

SINE

La suite{n/n)p tend vers O lorsque n tend vers +eo
11 en résulte que la suite {(n/n - n/4)}p tend vers -n/4

Comme la fonction sinus est continue sur R, la suite {sin(rn/n - ©/4))

2
est également convergente et tend vers sin (-n/4) = - 4 .Doli :
: V2
Ve>0 INge N VneN [n 2Ng :>lsm(1t/n-1t#1)+—2—l<s]
D'ou en particulier :
. 2
[_2 -g<sin (/N -n/4) <- £+s
2 € 2
Et par conséquent :
2 2

Ve>0 dyeB tel que -\/T—Sy0<-i2'-+e.

. 2
Ce qui prouve que infB = - \/T—

3°) Soit C = { 1/n + sin nxi/3 /n e N*}

Pour tout n € N* on a 0<1/m<1l et -1<sinnm/3 <1
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1.10.

11 en résulte que Sl<l/m+sinnn/3<2,  Vne N¥,

Ceci montre que l'ensemble C est borné: -1 est un minorant et 2 est un majorant de
C. Pour toutn € N* nn/3 prend les valeurs 0, n/3, 2n/3, &, 47/3, 5m/3

modulo 2x. Doncona: V'3 . nx{ < V3

I T N
Ceci montre que | + _,)_3 {puisqu'tl appartient 4 C) est le plus grand élément de C.

V3

D'oit supC=1+ -
Montrons que - _\{2_}. est la borne inférieure de C.

Lasuite(1/n} tend vers O lorsque n tend vers + <=, D'od
Yex>0 INee N ¥ ne N mMzNg = 1/n <g]
Soit m un enticr supéricur ou égal A Ne. Posonsn=5+om .
On voit facilement que :
iyn=Ng

i) nn/3 = 3n/3 + 2mm.

. 1 m 1 /3 /3
Ile sult T 7 A S
n résulte que — S - o< e
D'od, en résumé :
3
Vex>0 dz,e C tel que -\/T_Szoo—‘/;ua
Ce qui montre que inf C = - @ [ |

(Coupures de DEDEKIND).
Soit f 1a fonction définie de R dans R par f(x) =x3 +x-1.
1°) Etudier la monotonie de f,
- 2°) Seit p/q un rationnel, Montrer que 1'égalité f(p/q) = 0 est impossible.
3 SoitA={aeQ /fay<0) et B={be G/ fb)>0].
Mentrerque: aYAmB=p et AUB=0
b)yvVae A e Vbe B a«<h.
4°y Montrer l'existence de & = supA et P = infB dans R et qu'elles vérifient
0O<asf <l
5 a)Montrer ve>( Jae A dbeB telsque O<b-ax<e
b) En déduire que o= f3.
6°) a) Soit D<x<cy<l
Montrer que 0 < f(y) - f(x} < 4(y - x).
b) En déduire que f(o) <0 et f(B)=0.
" ¢} Conclusion?
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Solution
Soit f(x) = x3 + x - 1 une fonction définie de R dans R.
1°) Etudions la monotonie de f.
Soit (x, y) € R2,
Ona: f(x)-f(y)=x3-y3 +x -y
=(x-y) [x2 + xy +y2 + 1]
La quantité entre crochets peut &tre considerée comme un trindme du second degré
en x avec un paramétre y. Son discriminant, pour chaque valeur de y, est :

A=y2-4(y2+1)=-3y2+4)<0 VyeR.
Donc ce trindme est toujours strictement positif pour tout x € R et tout y € R.
D'oi le signe de [f(x) - f(y)] estceluide (x -y) et parsuite fest strictement
croissante sur R.

2°) Soit p/q € Q, p et q étant des entiers relatifs premiers entre eux. Supposons que
f(p/q) = 0. D'ou, aprés avoir réduit au méme dénominateur, on a :
P> +pq? - g3 =0.
ou encore p(p? + q2) = ¢3.
p divise le membre de gauche, donc p divise g3.
Or p et q sont premiers entre eux donc p divise ¢
Ce qui absurde et prouve, par conséquent, que 1'égalité f(p/q) = 0 est impossible.

3°)a)Soient A={ae Q / f(a)<0)} et B={be Q /f(b)>0]}.
f étant une application, A et B ne peuvent avoir de point commun, donc A "\ B = g.
D'autre part, onabien AUB c Q.
Soit x € Q. On sait que f(x) = 0 est impossible, donc :
-oubien f(x) <0donc x € A.
-oubien f(x)>0donc x € B.
etparsuite xe AuB.Dot AuUB=Q

b) Maintenant, si I'on suppose qu'il existe a€A et be Btelsque b<a.
Comme f est strictement croissante f(b) < f(a) .
Orbe B doncf(b)>0
et ae A donc f(a) < 0. Ce qui est absurde. D'ou :

Vaec A et VbeB a<b.

4°) D'aprés ce qui précede, A est une partie non vide (de R) et majorée par n'importe
quel élément de B. Donc A posséde une borne supérieure o = sup A qui vérifie :
Vbe B a<bh.
Ainsi, B est une partie non vide (de R) minorée par o donc admet une borne
inférieure

B = inf B qui vérifie o< p.
Par ailleurs,ona {(0)=-1<0Odonc 0e A ¢t O<o etf(l)=1>0doncl € B
etb<l. Dou: 0<a<bxgl
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5°) a) Supposons qu'il existe g5 > 0 el que :

Vae Act Vbe B b-a 2 g
Doi  dey>0 Vae A VbeB bza+gy
Ilenrésulte que:  Jegg>0 Vae A Bza+ g
D'oll Jeg >0 tel que Bza+egg

Or nous savons que { est dense dans R, Donc :
Jizpe @ telque o <p-gpe~25<P.
Mais alors : zp<P<hb YbeB
donc zy¢ B et zg>B-gp2>a>a  Vae A donc zge A.
Etparsuite zge AUB.

Or zze @ et AuB=Q. Cequiest absurde.
Ei par conséquent : '
Ve>0 Jae A dbe B telsque O<b-a<e.
b) Montrons que o = B.
D'apres ce qui précede )
Ye>0 dae A et Ibe B Lels que a<b<a+e
Dol puisque a=sup A:
Ve>0 Jae A JdbeB telsqueta<b<o+e.
Comme VaeA et VbeB a<P<b ona:
YVe>0 Jae A telque a<P<o+e
Or a<B.dou: Ve>0 osf<o+e
Quencore : Ve>0 0<B-a<e
Ce quimontre que {f— o) =0cestadire a=].
6 aySeit U<x<y<l *
Montrons que 0 <f(y) - f(x} <4 (y-x)
Onadéavuque: f(y)-fx) =y -x)[y2+yx+x2+1]
D'olr 0<f(y}-f(x)< 4 (y - x). daprés (*).
b) Supposons que (o) > 0.
D'aprés lapropriélé de la borne supéricure, on peut &crire, en choisissant
£e=14n,ne N*:

¥ ne N* dxpe N/ o - 1/4n < x5 < 0.
On en déduit alors que : f(xp)<0 VnelN car Xp € A,
Et d'apr2s la propriété précédente 0 < o) - f(xp) <4 (o - xp)=1/n.

Ainsi {f(xn)),, est une suite de nombres réels strictements négatifs qui converge vers
un nombre strictement positif qui est f{cy). Ce qui est absurde.
Par conséquent  f{og) < 0.
Une démonstration analogue prouve que () .= 0.
¢) Comme ona vu que o=, d'apres ce qui précéde ona: f{a)y=0=1{(3). W
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1.11.

Soit A un sous-ensemble non vide deR. Unpoint o € R est dit point
d'accumulation de A si pour tout £ > 0, l'intervalle ) o - €, @ + €] contient un
élément de A différent de ¢.

1°) Montrer que si o est un point d'accumulation de A , alors pour tout € > 0,
l'intervalle o - £, o + €f contient une infinité d'éléments de A (différents de o)
2°) Déterminer_tous les points d'accumulation des ensembles suivants :
A A={(-1)"+l/n / ne N*}.
b)B={1/m-1/m / (n,m)e (N*)Z 0<n<m}.

1 nr
agC={ TF1 Cos T /fne N}

Solution
1°) Soit ¢« un paoint d'accumulation de A.
Par définition, pour tout € > 0, Vintervalle Vg = [0t - €, ¢ + €] contient au moins
un €lément de A, distinct de ¢
Ce qu'on peut écrire, pour € = 1/n, n € N*, comme suit :
Y ne N* (lo-1m,a+1n[N{oj)mn Aza.
Qu ¢ncore ;
V ne N* Ixne A/ O<lxg-ol<l/n
La suite {xp}y, ainsi construite est formée d'éléments de A, tous distincts de o, ot

qui COnverge vers o,
Cetlc suite ne peut &tre stationnaire, car sinon :

Jdke N¥ V¥V ne N* [n>k = xpn=x].
Ce qui est absurde, car (xp}p converge vers O €L non vers xy # o.
Ainsi l'ensemble U= {x,/ne N*} estinfini (U c A).
D'autre part, d'aprés 1a propriété d'Archimade :

Vexy dnge N* / 0<l/ng <e.

D'odl (la-lUng,o+ Ung[Na}) o (VegNlal)

Comme le premier ensemble contient une infinité d'éiéments de A (distincts de o),

il en est de méme pour Ve \ {o].

Remarque : L'ensemble des points d'accumulation de A est appelé ensemble dérivé
de A et estnoté A'. &
I est & noler que A' n'est pas nécessairement contenu dans A.

2°} Pour déterminer lous les points d'accumulation d'un ensemble, il suffit
de chercher toutes les limites possibles de suites (infinies) d'éléments de cet
ensemble ;

a) A={(-)"+1/mn /ne N¥}
Les seuls points d'accumulations de A sont a=1etf=-1

http:/ / fribok.blogspot.com/




2% . Chapitre 1

En effet : soit  x = (- 1):"n + 2in ety =( 1)2rl+1 s 0e B*

{Xn), (resp. {yn}, ) est une suite d'éléments de A, tous distincts de 1 (resp.-1) et qui
converge vers 1 (resp. -1). Donc  A'= {-1, 1],

b) B={1/n-1/m / (o, m)e N*2  O<n<m).

Tous les points oy = 1/n, n € N* sont des points d'accumulation de B. En effet,
pour tout n € N* fixé, Ia suite [1/n - 1/m}; est convergente et tend vers o, = 1/ .
D'autre part O est aussi un point d'accumulation de B. Car si I'on choisit m =2 n.
et on pose Xp=1/m- 1/2n = 1/2n ne N*

{xn} est une suite d'éléments de B, tous distincts de Q et qui converge vers (.

Par ailleurs les points de la forme -1/m ne sont pas des poinis d'accumulation de B,

car on ne peut pas construire de suite d'é1éments de B, tous distincts de -1/m qui
converge vers -1/m

' In n
Donc B'= {0} v {1/n /ne N*} mg
I m ST

¢) C={ Syt oS T /ne N} U_’
Lorsque n varie dans N, cos nn/3 prend ses valeurs dans ’ {—I;—I/2'I/2';]

indéfiniment
Ce qui nous permet de construire des suites d'éléments de C qui convergent
vers -1, -1/2,1/2 ou 1.

Par exemple; 1a suite X, = oD Ay + cos((6én + 5)—)

1 1

Ona:VneN x,= §or ) + 5~ qui converge vers 1/2.

On obtient ainsi C'={-1,-1/2,1/2, 1}, |

1.12. | Soit A une partie bornée et infinie, de R. Soient a et b deux réels tels que :
A c [ a, bl. On définit I'ensemble :
E={xe[ab] / [ax[n A estinfini}.
1°) Montrer que E est non vide et posséde une borne inférieure o.
2°) Montrer que E est un intervalle. Est-il fermé ?

3°y Montrer qué o est un point d'accumulation de A

Solution
Soit A une partie bornée ¢t infinie de R. Soit a et b deux réels tels que
A c[a,bl.On définit : E= {x € [ab] / {a, x{ ™ A est infini}.
1°) Montrons que E est non vide et posséde une borne inféricure 0.
D'abord b € E puisque [a, bl A=A (ou A\ [b}) est infini. Donc E # g,
Comme E c [a,b], donc E est une\partie bornée et non vide de R, elle posséde
une borne inférieure o ( et aussi une borne supérieure B), avec a (et i} € [a, b].
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29y Maontrons que E est un intervalle. Pour cela, il suffit de montrer que :
V(x;,x)c B2 Vxe R [xj<x<xp=x€ E
Soient xj <x < X2, avec (X3, x2)e E2,
Ona [a,xi1[c [ax[ c [ax2
Donc ([a,x1[mA)Y ¢ ([a,x[mA) c {(lax] NA)
Comme x1 € E, 'ensemble [a, x1[ m A est infini. Par conséquent, I'ensemble
{a,x [ m A estinfini. Ce qui prouve que x € E. Donc E est un intervalle.
E est- il fermé ?
Comme infE=a,E c [abl, be E et E estunintervalle, on pourrait déja
écrire que E = {ot, b] ou bien E =]a, b]. Seulement, on ne peut pas affirmer que E
est fermé, puisqu'on peut avoir les 2 cas:

1€F cas: Si A=[0,1] ei {a,b] =10, 1].

E={xe[0,1] / [0, x[ m [0, 1] est infini }.

Ilestclairque O ¢ E puisque [0, 0[=a.

Comme 1€ E, 0=intfE ¢t E est un intervalle,ona: E = )0, 1].
Donc E n'est pas l_”grmg’.

2eme cas : SiA={ (-D)% / neN*¥} et [a b]=[1,1].
E={xe [-1,1]/ [-1,x[ m A estinfini ).

211-10- : /ne N} quiest bien un ensemble

Cette fois O E car [-1,0[mA={
infini.
Micux encore, ona: O=infE,carpourtout €>0, -e€ E

Dt
En effet, la suite 2 est convergente et tend vers 0,
n

Dane, par définition : n
Ve>0 dNe N fn>N = ~£<ﬂ< £ ]
donc [-1, -£ [ m A est un ensemble fini, !
Par conséquent, 0 est le plus petit é1ément de E.
Comme E c [-1,1],1 € EetE estunintervalle, ona E = [0, 1].
E est bien un intervalle fermé.

3°) Montrons que o est un point d'accumulation de A,
Par définitionde o= infE ona:
Ve>0 dxeE f agx<a+e
Donc pour €= 1/n.
Yne N*¥ JdxpeE A< X<+ 1/n,
Onen déduitque xpe€ E et (x5-1/n)e E.
Seulement, les xn, ne sont pas nécessairement dans A.
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1.13.

1.14.

%€ E donc  [a, xp[ ™ A est infini.
(xn-1M)e E  donc [a,(xy-1/n} [~ A estfini.
D'ou [x5-1n, %, [ ™ A estinfini.

Pour tout n & N*, on choisit un élément yp tel que :
vae [Xp-1m xglmA,ypza et ypzryk Vkan

Ceci est possible car cct ensemble cst infini,
Donc, lasuite {yn},, ainsi construile, est une suile (infini¢) d'éléments de A , tous

distincts de o et qui converge vers o.
Ce qui montre que ¢ est un point d'accumulation de A . |

Soit x le nombre : 0,234234234...234...
En comparant 1000x et x , écrire x sous la forme d'une fraction rationnelle a/b.

Solution

Soit x = 0,234 234 234..234 ...

1000.x = 234, 234 234 ..234 .= 234 + x.

d'on 1000.x - x = 234,

Clest & dire 999.x =234,

ou encoerc x = 234/999,

Ainsi » s'écrit bien sous la forme fractionnaire : a/b. |

Tout élément x de Q@ est un nombre rationnel qui peut s'écrire de deux
maniéres possibles (pour x > )
1°) écriture fractionnaire .x = a/b.
2°) écriture décimale, qui comporte deux cas :
- une écriture limitée x = Qt1...0k » Ck+1...0n.
- ot bien une &criture illimitée :
X = 00O , O+ 1--0pB 3 B0 By B1B2- P
Montrer que les deux écritures 1} et 2) du raticnnel x, sont équivalentes.

oo].. Ok s'appelle 1a partie entiére
Ok+1...0p I'anti-période.
B1B2...Bn la péricde.

Solution

Soit xe @ x>0,

Montrons qu'il v a équivalence entre Jes deux écritures 1) fractionnaire et 2}
décimale limitée ou illimitée.

1) = 2). Soit x=a/b, ae N* be N*
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Exemple 3/4=0,75.
et 1/7=0, 142857 142857 142...
Comme il y a au plus , b restes possibles, on effectue (au maximum) b divisions

euclidiennes de 10P.a parb, pe {0, 1,2, ..., b-1}. Ce qui donnera :

1ére division a=b.gg+1Ig avec 0<rp<b.
2eme division 10.a=b.qy+1; avec 0<r;<b.
b-ieme division 10b-1a=bqy;+1,, avec 0<r,;<b.

Deux cas se présentent :

lercas: dpe {0,1,2,..,b-1] telque Ip = 0.
La division s'arréte, et dans ce cas x = a/b admet une écriture décimale limitée
X=0Qpgl]...0k, Ok+1..-Op.

2éme cas: Vpe {0,1,2,...,b-1} 1p# 0.

Mais alors, comme les valeurs des restes possibles sont prises dans 1'ensemble
{1,2,3..., b-1}; au bout de la b-2me division, au plus, il existera p, s € {0,1,2...b-1}
tels que rp=rs. Carilyab restes et seulement (b-1) valeurs possibles
(le zéro étant exclut).

Ainsi le processus de division effectué aprés la k-éme et celut effectué apres la
p-&¢me sont identiques.

Puis on recommence indéfiniment.Ce qui donne une écriture décimale illimitée de x.

X = OgU]...0k, Ok+1... CpB1B2...BnB1B2---Pn...

0p0...0k s'appelle la partic entiere
Ol 1--0p l'anti-période
et PB1Bs... Bn la période.
2)=1
ler cas: X = 0g0y...0K » Ofy] Og42.--Op
10k x e N. donc 10mkx =ae N,

dob x =a/lonk
et x est alors de la forme a/b.

2éme cas : X = 0g0y...0 akH...aPBIBZ... BpB1Bo... By -
10PK x = ag0 ..o 0y 10 B1Bo-. By o
107*PKx = agoy..o0g g0 BiBo. By . BBy B -
Ainsi, si on pose ¥ = 000 OOk 4 1--0p € N.

et y) =00 .00k 1. 0pB1Bo.. By € N
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On a: 10n+P-kx -y, = 10P K x -y

donc (10n+PK - 10P-K) x = ¥ - ¥1.

D'on bx=a.

ol a=(y;-ypDEN* et b=( 10n+p-k _ 10p-ky ¢ N+ [ |

1.15. | 1°) Montrer, en utilisant les notions de divisibilité et de facteurs premiers

dans N,que 2 : est irrationnel.
2°) Seit Ne W*, Montrer que N est rationnel si et seulement si N est
un carré parfait.

Solution
1) Montrons que /2  est irrationnel. Par I'absurde.
Supposons qu'il existe deux entiers non nuls p et g, premiers entre eux tels que :

V2 =PpA.

Do p? = 2q2. On en déduit que p? est pair.

Ce qui entraine que p est pair (car sinon p =2k + 1 et p? = 4k? + 4k + 1 qui
serait impair). D'ol p = 2k., k € N*.

Maisalors p? =2q? donne 4kZ=2q? ou encore q2 = 2k%. Le méme
raisonnement que plus haut montre que q doit &tre pair.

Ainsi p et q sont tous deux pairs donc ne sont pas premiers entre eux. Ce qui
est absurde et prouve que /2  est irrationnel.

2°) Montrons que [ N carré parfait < /N rationnel].
(=) trivial, puisque si N =o?, o e N¥,

JN=0 e N* C Q.

(<=) Supposons que /N estrationnel : /N = p4j, avec p et q premicrs entre cux.
Donc Ng2 = p? . Supposons que N n'est pas un carré parfait.

p divise p2 donc p divise Ng2 . Comme p et g sont premiers entre eux, p divise N.
D'on, il existe k € N tel que N = pk. Mais alors on aura, aprés simplification :
p = g%.k. Un méme raisonnement montre que p divise k. D'oi, il exisic k' € W
el que k = pk' et apres simplifications, il vient : 1 = qz.k. g ct k' élant des cnticrs,
cette dernitre dgalité entraine que k'=q=1. Il sensuitque k=1 et p=1
et par conséquent N = 1. Ce qui st absurde puisque 1 ¢st un carré parfail,

|
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2.1,

SUITES NUMERIQUES

Montrer que la somme d'une suite convergente et d'une suite divergente est une
suite divergente.

Solution
Soit {ug} une suite convergente et soit  {vy] une suite divergente. Si la suite de

terme général wp = up + v, converge il en est de méme pour la suite wy, - upy = vp

ce qui contredit I'hypothése.
|

Montrer que si 1a suite {up) converge vers [ alors {l ug I} converge vers 1L |,
Et la réciprioque?

Solution
Montrons que : VX, ye R
%)) fixt-1yil < 1x-yl1
Enécrivant x=x-y+y et y=y-Xx+x ona:
IXI€lx-yl+1y!l
Iyl<!tx-yl+]x]I
Ce qui implique que :
lx-yl<lixl-iyl€lx-yl, soit la relation (1)

Yex0 ANe N ¥Yne N
(n=N = lup-Ll<e)
or |Iunl~I£HS|un-£I ainsi {n2=N ::>|iunl-1£i<s).
La régiprogue est fausse : siu, = (-1)1
{lup1} converge vers 1 mais {ug} diverge.
on a cependant I'implication
lug! — 0 entraine que  u, — G

n— + oo n— +c=

Soit {un) une suile numcérigue telle gue ses suites extraites {Usy), (a4 )
ot {uz,} convergent respectivement vers [, L7, L7, Montrer que  {u,} est

convergente versfetque L=0=1"
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24.

Solution
La suite {ug,} estune suite extraite a la foisde (u,,} et {u3,}. Doncelle

converge 2 la fois vers [ et [". Et d'aprés l'unicité de la limite ona: [=1L[".
De méme puisque {u3(zn+1)} est une suite exiraite a la fois de {uy,,;} et de {u3,}
On en déduit alors que [' =",
Finalementona: [=['=[".
Soit €>0. Comme limuzy=C=limuy,,;.0na:
) n = v n— e
(1) dN;je N YneN [n>Nj = luy-fl<e]
@ IN>e N Yne N [n>Nz = luy,-Li<e].
Posons N = sup (2N, 2Ny + 1),
Ainsi I'égalité i up - [!<eg est vérifide par tous les entiers n > N.

Ce qui montre que { uy | est convergente et tend vers L. -

Etudier la nature des suttes définies par :

a) x = ! + ! + ..t :
" n?f4l nie2 n2+2n+ll
n n n
b) y = — + tot —— .
/n4+1 /n4+2 n®+n
log n
C) 7,5 ——— ne N*
nt+1
Solution

a) Pourtout ke {1,2,3,..2n+1} ona:

1 1 1
< <

n2+(2n+1)_n2+ k-n2+1

En faisant varicr k, puis en prenant la somme membre 4 membre des (2n+1)
inégalités , il s'cn suit :

n+l) (2n+1)
= v, = -

" (n+1)2 " n2+]

U< Xp<vp ol

Comme les deux suttes {ug} ¢t { vy} sont convergenies el lendent vers zéro, la suite
{xn} est convergente ot tend galement vers z¢ro.
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2.5.

b) Un raisonnement identique au précédent montre que :

Comme {ug} et {vy} sont convergentes et tendent vers 1, la suite {yn} est
convergente et tend également vers 1.

Logn
0 7= ——
n’+1
Nous savons que V x € R+* Log x <X.

Dot 0<gz<
41
La suite définie par le membre de droite est convergente et tend vers z¢éro. Donc il en

est de méme de {z,) [}

Etudier la convergence et déterminer la limite, lorsqu'elle existe, de la suite {up}
définie par :
an _ bn

a*+b"

u, =

ot aetbsontdesréelstelsque lal=1bl

Solution
On distingue deux cas possibles :

ler cas: lal<Ibl Cecientraine d'apres I'hypothese que b # 0. Posons alors
k = a/b.

K'-1

K'+1

Or | k| < 1 donc la suite géométrique {k™} est convergente et tend vers z€ro.
D'oil {up,} est une suite convergente etona: up — -1.

Ainsi: u =

n— oo
2éme cas : |al>1bl.Comme plus haut, ceci entraine que a # 0. Posons alors
k = b/a.
n
Ona: - -k
1+Kk"
Puisque k1< 1.Ils'n suit que {up) est une suite convergente et que Un -l.
n — oo
| |
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2.6. Soit {up} , n € N¥* une suitc numérique convergeant vers L € R.
Appelons vy la moyenne arithméligue (Somme de Césaro) :

Uq + U2+...+un
Vn:
n

Montrer que {v,] converge ézalement vers L.

Solution
C'est un résultat classique généralement vu en cours.

Soit £ > 0. Puisque {up) converge versL:
Inge N , VYne N

(1 [n>ng=luy-El<g/2]
. < 1] <
Soit n > ng. V“LZsz‘lu"_[z—“—szﬂu"}nL}
L
=— k2;1(11k -0
1 ) ;&
lv -L1€— 2y -Cl+— 2 -l
L k=ng+
Il en résulte de (1) et en posant
gy
A= Zluk -L
k=1
n- no E
b, -L 1< - + vl
A &
s
lim A/n=0 ilexiste alorsmy e N telque [n>n; = AMm<e/2 ).
n— e
Posons N = max (ng, nj)ona Voe N [n>N = lv,-Li<e]
Ce qui montre que {vy,} est convergente el tend vers [, .
2.7, Soit { uy } ., n e N* une suite de réels strictement posilifs convergeant vers

[ € R+*. Appelons vy la moyenne géométrique :

n
V= /U Uy

Montrer que {v,] converge également versl .
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Solution
Posons wp =Log up,ne N¥

T
1
Log v, = ry Z Wk
k=1

qui n'est autre que la moyenne arithmétique de la suite {wp] . { Log v,) converge
donc vers la méme limite que la suite {wy} ( voir exercice 2.6.).
Ainsi lim Log vo=Log [ et donc lim vy =L
n — +oo n — + o
puisque Ia fonction exponentielle est une bijection de R sur R*+, =

2.8. Soit {x5}, ne N une suite numérique telle que
lim xp41 - xp =[ . Elablir que lim xp/n = [

n— += n— +s=

Solution
Posons up = Xp - Xp-1

M=

1
et v =

%
0= 2 Uy pourne N

"
1§
—

Ainsi {u,} et sa moyenne arithmétique {v,) convergent vers{ (voir 2.6.)
or vp = Xg/n - xg/n.

Ainsi {xy/n) converge vers[, [ ]

2.9. | Soit {x5} , ne N, une suite de réels strictement positifs telle que

lim ™! =, [>0.Ewablirque lim "Vxn =(
n—+eo *n e
Solution
Posons “;Fi
Xn-1
vnzn u;.uz....un ne N*
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{un} converge versL. Il en est donc de méme pour sa moyenne géométrigue {vp} .
Log x,,

or vn=“/xn.“ 1/xodoncn 1k, =€ " tend vers 1 pour tout xg > 0.

lim "%, =0

n— +oo [ |

on conclut que

2.10. _

Soit {ug} une suite numérique telle que :  lim . )
n— + oo n

Etablir que :
1°) Ill<1= {uy} converge vers 0
2°) IL1>1= ({uy} diverge
3°) Que peut-on dire concernant la convergence de la suite si [[1=1
4°) Application : Etudier les suites définies par

nk

n

X

Uy = — Ve =y
Xn n:

avec ke N* x e R*,

Solution
Remarquons tout d'abord que si { lu, | Jconverge vers 0 il en est de méme pour

{un} etsi { luy |} diverge alors (u;,} diverge également .
11 suffit donc d'établir ces implications pour la suite { | uy 1}.
Ce qui revient a supposer que la suite {uy} est a termes positifs.

1°) Supposons L <1 (L20) u,
Ve>0 3INeN VneN [M2Nol-£<—tclf+e] (1)
Soit ¢ € 10,1-L [ . Posons g=L+€.0na O<qg<1

Vne N [n>2N =0< ulu:i(q]

onendéduitque: [n>N=0<u, <q*Nuy]
Et puisque {q"N ux} — 0 lorsque n— +oo, 1a suite {up}, qui est 2 termes positifs
converge vers 0.

290> 1
Prenons maintenant dans(1) €€ ]0,[-1[. Posons q=L-¢
Ona q>1. Ondéduitde (1)que VneN [n2N =

Unyl

>q]

n
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Ce qui entraine que :

¥Yne N [n>N=>un>q“‘NuN]

La suite {q“'N un ]} tend vers + oo quand n — + oo puisque q > 1.
Il en est de méme pour la suite {ug}.

3°}8if=1 (outé-l) on ne peut rien dire :
Siup=n onal=1 mais {uy} diverge
Siup=1/m onal=1 mais {u,] converge vers 0

40) a) Uy _ (n"‘l)k i(i
u

xn+1 nk

Ui 1

lim —_
u X
n—+ee 0

Par conséquent: si IxI>1 alors {ug} —0
si lxl<l , {uy} diverge
si x=1 up=nk up— +oo, {uy} diverge

sio x=-1 u,=(-D"¥ {u) diverge.

n+l
b) Yoel X n!
= —
v, (n+1)! X"
4 Vl‘l+1 H : *
lim =(  ainst vy —> 0 pour tout x € R*.
n—eo Vi

Comme pour x =0, {vy} estla suite constante et égale 4 0 (n € N¥), il s'en suit

que {vq]} est convergente et tend vers O pour tout x € R, u

ak+b
k! -

1 n
2.11. Montrer que les suites définies par:  u, = Z o ¢ Vas z
k=0 K-

n
= k=0

convergent ¢t determiner leurs limites .

~Solution

1

Unat = U ¥ AT

donc [un]} est strictement croissante.

Montrons qu'elic est majorée par 3.
1111 ) 11

1 . . . ‘
J— p— —_ e pu— iné _  —
ST WS 53 < 72 et plus généralement, il est facile de voir que k1S e
pour tout k > 1.
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. 1 1 1 1
AlI‘lSl un=1+'1—!-+ —2‘T+ ﬁ"'...*’a
<1+1+ 1+—1+ + !

- 2 22 20

N 1-(12%

. < e St

Il sensuitque: u <1+ -2

S1+2(1-12M<3.
La suite {up} étant croissante et majorée, elle est convergente.
Appelons e sa limite.
a+b 2a+b na+b

Vn=b+T+T+...+T

1 1 1 1 1 1
=b (1+F+T+ "'+E)+ a (1+F+?++(n_17)
D'oll v; = b.up + a.up.q.
Comme les deux suites {up} et {un.1} sont convergentes et tendent vers ¢ , il s'en
suit que {vn} est également convergente et lim v, =(a +b) .e.
) n oo ! L

2.12. | Soit f une fonction continue {0, 1] et admettant une dérivée a droite
au point 0, égale a A € R.
On suppose , de plus, que f(0) = 0. Posons pour tout n € N* ;

1 1 1

STwtayitetom

S (D=t (-111—)+f (r%)++ f(z—lﬁ)

1°) Montrer que {Sp} converge vers une limite S.
2°) Montrer que {Sp(f)} converge vers AS.

3°) Calculer Sy(f) lorsque f(x) = Log (1+x).

4°) En déduire la valeur de S.

Solution
1°) Montrons que {S,} est décroissante minorée.
1 1 1 1 1 1
St St it E s S mtam w

Donc la suite {S} est décroissante.

D'autre part , pour tout n e N* : S, > 0.

D'ou {S,} est décroissante, minorée par 0, elle est convergente vers une limite S.
29 lim X -0 _,

X -

et f(0)=0 entrainent que :
x = 0t

Ve>0 3In>0 telque [O<x<m = I fE)/x-Al<e]
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Soit N e N* telquer N>1/m,ona:

VNeN* [n>N = 0< I/n<n = In. f(l/n)-Al<e]

Ainsi, la suite de terme général uy, = n.f(1/n) converge vers A.
11 suffit alors de montrer que la suite de terme général (Sp(f) - up.Sy) converge vers 0

U, Uy Usn Y, Uy U,
Q‘ Sn(f) - un . Sn = (-IT+ m +...+ Ej' (; + B+—1+...+ %j

|l“ln+k'un‘ 1

Ntk qu—llun_*k'unl

n

1S (H-u,.S, 1<
k=1

n

Or {up]} est une suite convergente vers A, donc c'cst une suite de Cauchy etona:
Ve>0 3INeN ‘v’(n,m)eN2 m2n>N= lupy-upl<e].
Ainsi si n>N VkeN lup+k - un ] < €.

D'oul si n>N [Spf) - up.Sp I < ne/n =e.

Ce qui prouve que { (Sp (f) - upSn) } converge vers 0.

Comme les deux suites {up} et {Sp} sont convergentes et tendent respectivement

vers A et S, il s'en suit que la suite {Sp(f) } est convergente et tend vers AS.
3°) Si f(x) = Log(1+x), f est définie et continue sur [0, 1]. De plus f est dérivable
adroiteen Oet fg(0)=1=A.0Ona:

1 1 1
S M= — — |+ ... —
O Log(1+n)+Log(1+n+1)+ +Log(1+2n)

Lo (n+1) L n+2 Lo 2n+1 Lo 2n+1
=g )7 0g(n+1)+"’+ g( 2n )_ g( n )

Ainsi la suite (Sp(f)} est convergente et tend vers Log 2.
4°y Comme A=1 et A.S=Log2 ona S=Log2. [ |

2.13. | Considérons les fonctions f(x) = asinx + b , g(x) = asinx + b - x avec
ae ]-1,1[,be R
1°) Montrer que g s'annule en un unique point ct.
2°) Montrer que f est contractante, c'est a dire que :
Jke 10,1] V& yeR2:Ifx)-fiy)l<klx-yl
3°) En déduire que la suite {xn} définie par xg € R et Xp4+1 = {(xn)

converge vers o.

Solution
19 lim g(x) =+o0 et lim g(x) = -eo. Ainsi
X— - oo X— + oo

3XeR,3YeR telsque X<YetgX)>0 et g(Y)<0
puisque g est continue : Joe 1X, Y[ tel que g(a)=0
g'(x)=acosx-1<0 pour tout X.
g est donc strictement décroissante. Ce qui montre l'unicité de a.
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Ainsi, f admet un unique point fixe c. (f(o) = o).

) fx)-f(y) =a(sinx -siny)=2acos Y sin L

|f(x)-f(y)|sz|a|1%1l

puisque | sin z | <z pour tout z.
f est donc contractante de ceefficient k=1al

3°) On va montrer que la suite {xp} — o lorsque n — +oo
Etablissons directement ce résultat.

VneN Ixps1-0l=1f(xp) - fl@) I<k!xp-al
On a par une recurrence simple :
VneN an-alngIXO-al

0 <k < 1 entraine que {xp-} — 0. Ce qui montre le résultat.

no +eo u

2.14. | Soit a> 1. On considere les deux suites définies par :
a Uy + Va
Uy=a , Vn:u—; et u, = 2
1°) Montrer que {up} et {vp} sont deux suites adjacentes.
2%} Calculer leur limite commune.

Solution
1°) Montrons que les 2 suites {up} et {vy} sont adjacentes . Remarquons tout d'abord

que up>0, v, >0 pour tout n.

u,+ v,
a) Upep - Uy = 2 - Uy

Vo-u, a-uh (Va-u)Varu)

2Ty, 2u, .

Ainsi le sens de variation de la suite {up} dépend du signe de a- u,). Orona:
Cra
(un+1 - \/—a) = > - \/3
un

_uﬁ-Zun\/;+a_(un—\/?i)2>o

2u, 2u

n
Ce qui montre que la suite {up} est décroissante et que up - vp 2 O pour tout n.
b) D'autre part, comme pour toutn € N
v, +1 u,

= >1

Vn Up 41

la suite {vp) varie dans le sens contraire de celui de {up}. Donc elle est croissante.
¢) Il reste a montrer que lim (up - vp) =0

n— e
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Or, comme {vp] est croissante, on a :

(un+1 - Vn+1) < (Un+1 - Vn)
u + v,

=V, = 12(u_-v)

Et par conséquent : 1
Vne N, 0< (un-vn)S—;(uo-vo)
2

On en déduit que  lim (up - vp) = 0.
n— oo

Ce qui prouve que les deux suites {up} et {vq] sont adjacentes . Donc elles sont
convergentes et tendent vers une méme limite L.

2°) £ doit vérifier les 2 relations déduites des définitions :

=afl et £ =({+)/2.
Ce qui donnef =:+/a
Comme les 2 suites {ug]} €t {vy) sont positives, il s'en suit que | L = Va -

2.15. Soient aetbdesréelstelsque 0O<a<hb.
Définissons les suites {ap} , {bn} ,n€ N, par:

3 + b,
ag=a e bpo=b et a, = /ab b= >
Montrer que ces suites sont adjacentes.

Solution
Etablissons par réccurence que : pour toutne N

O<ap <ap+) <bps1 <bp oy
Puisque O<a<b on a bien O<ag<a; et by<b,

b +b-2Vab
Drautre part bl-a1=%--/ab=?——2——a—

2
=_———(\/;'2/B) >0

Supposons maintenant la refation (1) verifiée
ap+] <bpy1  entraine que apy1 < aps2 et bpyo <bpiq

_ At bn+1 -2 a‘n+1bn+1

Par ailleurs b ,-a

n+2 “n+2 2
T N2
_ ( Aneq - bn+1 )
- 2
ce qui montre que 0 <ap+1 < ap+2 <bpy2 <bpsl.
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Les suites {éln] et {bp} sont donc respectivement croissante majorée par bg et
décroissante minorée par ag. Appelons [ et[' les limites respectives.

2, + by L+

On déduit de b, = 7 que = -5

ce qui montre que [ =[¢ et achve la démonstration.

2.16. Soit ug et vp deux réels tels que 0<ug < vg
On définit deux suites {uy) et (vy) par:
2u.v, u, + v,
Une1 = 'ﬁ:+_vn et Vasl = 2

1°) Montrer que :
¥Yne N 0O<uy < vp
2°) En déduire que les suites {uy} et {vy} convergent vers la méme limite.

Solution
1°) Raisonnons par réccurence. La propriété est vraie pour n = 0.
Supposons 0 < up < vp.

Il en résulie immédiatement que ug41 > C.
. 2_ .2 2 . 2 2
Par ailleurs (v, -u,)" =vy-2u, v, +u,;>0 entraine que v, +u; >2u, v,

. 2_ .2 2
don (v, +uy) =vi+2u v +ug >4u vy
votu, 2u, vy

Par conséquent : — T d'oll vpa+1 > Un+l
un Vn

2°) La suite {v,) est décroissante . En eflet

un-i' Ya

Vael = 2 <Vy

puisque la suite {v,} est minorée par 0 elle converge donc vers un réel v.

2u, v, vy v,
> u, pour tout n , car
n+1 n+1

>1

Par ailleurs, u

1= =,
n+ u,+ vy v
Ainsi la suite {uy} est croissanic majorée par vg appelons u sa limite.

U, + vy
2

ct finalement u = v,
[ |

. . u+v
Il résulte de la relation v, | = que v=

http:/ / fribok.blogspot.com/

e




Suites numériques - 37

2.17. Soit {uy} une suite de nombres réels strictement positifs tels que :

Vn2l Up= Up.q- Upy

A quelle condition sur ug, uj la suite est - elle convergente?

Solution
Posons vp=Logu,.Ona :

Vn = 1/2 (Vp1 + Vi)

Vn+l -Vn+vp.1 =0
C'est une suite de Fibonacci d'équation caractéristique :

2-2r+1=0 o r=1.
Ainsi, vp = ar” + Pnr" = o + Pn.
a = vy B=vl'vo

Vn = Vo + (V1 - Vo)
Log u, = Log u,+ n Log a_l.

0

u Y
U, =g . 0
Finalement {uy} converge si et seulement si uj < ug n
2.18. Soit {up} la suite définie par u, € R et larelation up + 1 =au,+b,ne N.

Etudier suivant les valeurs de a, b, u, la convergence de {up}.

Seolution
Si a=1 lasuite {ug) est arithmétique de raison b. Elle ne peut converger que

si b =0, auquel cas la suite {uy} est constante.
Si a#1 l'éqguationl =al + b admet une racine unique [=Db/(1-a)
siug=C[ la suite {u,} est constante et up ={ pour tout n.
siug#fl ona (up+1-0) =a(uy-Il)
La suite de terme général vy = up, - [ est géométrique de raisona. On a:
u, -L=anl (ug-0
Une condition nécessaire et suffisante pour que {up} converge est que

lal< 1.
Elle admet alors pour limite b/(1-a). n
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2.19.

2.20.

La premidre année de sa création unc société de fabrication automobile a
produit P; = 450 unités. La deuxi®iue année P9 = 720 unités. Appelons Py
la production de I'année n.

On suppose que la production annuelle évolue suivant le modele suivant :

P =3 AP +iP

n+2 n+l 4 "n
ol APy =Ppyy - P, désigne l'accroissement de la production de I'année
n+i,
a - Déterminer la production annuelle P, en fonction de n.

AP +1
b - En déduire le taux d'accroissement

n

Solution
a-Ppig = 3(Ppyq - Pp) +3/4 Py
Ppi2 - 3Pp+1 +9/4 Pp= 0
{Py} est une suite de Fibonacci d'équation caractéristique
2-3r+9%<=0 < r=32.
Ainsi P, =1 (A + nB)
Pour n=1 ¢t 2 ona:
450=32(A+ B)
}:=> A=280 et B=20, dod Pn=(3/2n(280 + 20n).
T20=9/4 (A+2B)
b- APpyy =1 (A + (n+ 1)B - (A + nB)
=m[(-1)(A-nB)+1B]
Apn+,=(3/2)“(179+10n) AP, 3 17+n
= AP, "2 '16+n
AP =(3/2)™! (160 + 10n) -

Soit {uy} la suite définic par ses premiers termes U, €t U, avec up * g
et la relation de réccurence
Un+2 = aup+1 + (1 -a) up pourne N,
Donner une condition nécessaire et suffisante sur le parametre réel a pour
que cette suite converge . Donner alors sa limite [

Solution

Posons vy=un41-Up,neN
Vn4l = Un42 - Un+] = auny] + (1 - @)up- Upy1 = (@ - 1) (up+] -up)
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2.21.

{vn) est donc une suite géométrique de raisonr=a- 1.
Va=m"vg,Vo=u] -ug#0
Si {uy) converge vers[,alors {vp) converge vers 0 ce qui entraine que Irl<1

et finalement O<a<?2,
Réciproquement, montrons que si- 0 < a < 2 alors {up} est convergente

ui -8n=Vp
uz - u] =1vg

un - un_l = rn—l . VO
En sommant terme A terme, on obtient :

1-
Up-Up = Vg 1-r

donc : u,=ug+ () -uy)

1-r°

-1

avec r=a-1

ae ]0,2 [ entraine que rp —> 0 lorsque n — oo,

u -u
oo . 1
AQHSI' Ta suite {uy,] converge vers [ = u, + —1—2
-T

uy +(1-a)u,

d'olt
2-a
||
Soit {up} la suite définie par :
1
2
v =1 Unet = [Vt oo
Montrer qu'elle est de Cauchy.
Solution
Pour tout n up21.Eneffet us=1

Supposons up=1.ALors  up+1= [/ ui +1/2" = 1.

Upel -Up =/ uﬁ + 1/2"=u, . Multiplions par la partie conjuguée
12" 1

- <

- n+ |
S+ 12"+, 2
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Soient m et n deux entiers tels que m > n.
Up -y =Um-Up.1 +Bp.1 - Up-2 + .oF Upel - Up
lum - ug [ €1 am - Ume1 T+ Humet - um-2 |+ o4 T ope - gl

1 1
lo -u |I€—+ 1+...+—-—T
2m 21‘1'1- 2n+
Y P L B
m n 2n+1 2m—n-1_ 2
1
1- mn
1 2 1 1
!um-unls <

2n+1 1-12 2m-l ' m

Finalement | ug - ug [ < 1/20

La suite {1/22} converge vers O donc
Ye>( IN / ¥YnekN (n>N = 12" <)

Ainsi Ym,ne N [m>n>N = lup-uyl<e]

|
2.22. Montrer que la suite {s,), ne N*, définic par :
=1
S, = 2, —
n k=1 k
est divergente.
Solution
11 suffit de montrer que Ia suite [sn} n'est pas de Cauchy.
2n n
L (1]
s, -8 |=(Z— - E——
ok ) lak
n
NI N .
oy v, R otk
1 1 |

Or Yke{l,2, ..n}- 2n<m<n_+1

Mais alors, en faisant varier k et ¢n prenant la somme des n inégalités, il s'en suit
que : I'san - sy l>n. 120 = 1/2

Ainsi Jgg=12>0 VNeN* ImeN* (n=2N) Jne N* (n=N)

tels que: mz2N ¢ n=N e isp-3yl>ep.
Donc la suite {s, ] n'est pas de Cauchy. Elle ne peut alors converger.
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2.23.

Etudier la fonction  f(x)= (x> +a%) /2% »a> 0.
~ En déduire la convergence de la suite (up) définie par la donnée dcug e R*
et la relation de récurrence 1 a

Un+l=§ Un+U_

n

Solution
2

f(x):(x2+az)/2x=-;-(x+ar)

Etude de f: f est définie sur R*. C'est une fonction impaire. On va I'émdier sur R*,

|
|

£(x) -0+
|

f(x) \ . /

Par ailleurs, f(x) - %z - done  lm (100 -x2]=0
x X = + oo
Ainsi la droite d'équation y = x/2 est asymptote 2 Ja courbe de f au voisinage de

'infini.
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Etude de la suite {up)
Cetie suite est définie par : uy , 1 = flu,) .
Puisque f est continue, les limites possibles sont solutions de I'équation f(L) = (.
on obtient [ =t a.
ler cas ug > 10
Siug =a par une recurrence simple on montre que up =a pour tout n,
Siug>a posons D=]a, +eo]
f(D)c D. Ainsimye D,upe D .. upe D Vne N,
{un) est alors minorée par a.

(a-uy)(a+uy)
lll - UO= _—Q—u_o__<

Ainsi 1y <ug et puisque f strictement croissante sur D, ona up < ug,.
Plus généralement up.] <u, VnelN.
La suite {u,} étant décroissante et minorée par a, elle converge vers une limite [ > a,
Onendéduitquel =a
Si O<ug <a.

f(J0,a) € D.Donc e D et upe D Vne N¥

On retrouve le cas précédent (voir {igure)
Ainsi, pour n=1 lasuite {u,] est décroissante minorée par a et converge vers a.

2éme cas : ug < 0
Considérons la suite de terme général vp = - up.
Vn+l = - Un+1 = - Hug) = (- ug) = f{vy).
Ainsi la suite {vy} esttelle que v > 0 et vpe1 = f(vy), on déduit du ler cas que
{vn]) converge vers a.
Il en résulte que {uy,] converge vers - a. u

2.24, Etudicr suivant les valeurs de aetde b,a>0etb > Q.
la nature de Ia suite numérique définie par :

u=a, uw,,=./u+b pourne M.

Solution

Posons f(x)= v x+b Df=[- b, +eo[.

Prenons D=R+ ona f:D-D et uye D,

Ainsi [uy) est bien définie et uy 2 0 pour tout n.

- Cherchons les limites [ possibles. Puisque f est continue, [ doit vérifier f({) =L :

2
vI+b =L = [+b=1 et [20

2-L-b=0 A=1+4b
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A 2 0 ona donc deux racines Ll=l'“ I+4b ( 1+ 1+4b

2 T2 2
mais puisque [ >0, on a une seule limite possible [ = [y.

1
2/ x%b
Ainsi f est strictement croissante sur D.
- Comparaison de ugetuy @ up <y o asJ/a+h
oa2<a+b & a2-a-b<0
oaell,x[oac [0, [[puisque [1<0, az20 ot [=Ls

¥Vx>-b

- Variationde f : f (x)=

ler cas:Siae [0, [ {alors ug<u; donc {uy) est croissante
a<l = ug <[ = up =l pourtout ne N
La suite {un) est alors convergente et admet ® =[5 pour limite
[

2¢éme cas: Sia=L[, up=L, ceci entraine que u, =L pour tout n.
3dme cas: Sia>L[, alors ug > uy. La suite {un]} est alors décroissante,
Elle est minorée par L puisque uq > [, elle converge donc vers [ =L[3.
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2.25. | Soit a un réel strictement positif, Etudier [a convergence et déterminer la limite
éventuelle de la suite de terme général ;

u,=a+ /a + /a+ V a+..++/a (afigure n fois dans I'expression)

Solufion

12 sthode :

On peut définir la suite [un) de la maniére suivante u; =a etupsr=a+/ Yn ,
ne N*

Posons f(x)= a+ ./ x etD=R+
f(D)c D et uy € D. f est croissante sur D.
Cherchons les points fixes de

a+Vx=x & Jx=x-a

& x=x2-2ax+aZ el xza
L'équation du 2éme degré admet les racines

2a+1-+4a+1 0+1+ da+1
Xl = -——-——2--————- x2 = __._2.___
On peut vérifier que x3 <a< xg
Ainsi x2 est I'unique point {ixe de f et I'unique limite possible de {ug].
On peul montrer par aillcurs que pour tout x positif
(fx)>x & xe [0, et X)) <xex>x9).
ler cas : a<xo ainsi uj < x2 puisque [ est croissante sur [,
uz < x7 et plus généralement uy < X3 pour tout n e ¥
Par ailleurs 4y < x entraine que flu;) > uj.
Ainsi uz > uy et plus généralement, par applications successives de ten a
Vne N* upel > up
Ainsi {ug) est croissante ot majorée. Elle converge done vers x3.
2éme cas uy > x2 ¢ On montre de méme quc : ¥ne % upy > %3 oL Upe) < up.
Ainsi la suite {up} cst décroissante et minorée, done Cconverge vors x>
3éme eas ) = x3. On a évidemment

vne N* uy = x3 lasuile ost constante ot égale & xz.

2éme méthode :
Un+1 = a+ /u,
Posons vy =u,-a

onapourtoutne N* v = /v, ta I+ da+ 1
On déduit de Vexercice 2.24 que {v} converge vers f3 = —

o 2at i+ dard u
Evdone {ug} convergevers [,=a+ [, = 3
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2.26.

Suites homographiques se ramenant 3 une snite géométrique.
Soient a,b,c,d, desréelsque ad-bc=0 et c20.

ax+b
posons f(x)= 7 d

On suppose que (d - a)% + 4bc > 0.
1°) Montrer gue f admet deux points fixes cet .
Etablir l'existence d'une constante k telle que :

f(z)-a_ Z-0
fy-B  az-f

2°) Etudier la suite {un} définie par nge R et

Yz#f

au, +b
Uy = — ne N.
wocu +d

On suppose que : Vne N uy#-dic (uy est défini pour tout n)

3°) Pour quelle valeurs de ug la suite {up} est-clle définie pour toutn ?

Solution
1%) Soit x #-dfc, xestun point fixe de f si f(x) = x, ce qui équivaut i :
cx2+(d-ax-b=0.
A=(d-a2+4be. Or A>0, ainsi cette équation va admetire deux racines
réelles distinctes o et § qui vont &tre les points fixes de f. coet B vérifient les
relations co2+ (@-a)a-b=0 et cfZ+(x-)B-b=0. (N
f(x)-o _ax+b-acx -do
f(x)-p ax+b-Pcx-dB

En ytilisant (1), on peut écrire : ,
fix)-o¢ ax-oex+co -al

i) - B' ax-ﬁcx+cB2- a

a-co x-0o
Ca- B x-B
a-ci
11 suffic donc de prendre K=
a-cf
2% ne N Un+1 = {(up) 2

Siug=0 ou ug=f lasuitc {uy} est constante, sinon pour tout n € M

ona: up# o et up%f.
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Considérons la suite de terme général v_=
flu)-o  u -a u, - B
= =k
f(un) - B u]’] - B

Ainst {vn} est une snite géométrique de raison k.

Vn+1

vp=k".vg.Pourtoutne N

Bv, -a
u =
ooy -1
n
n n
Bk'v, -« _ By, - ak
l.ln=—E-—]— on a aussi lln:—-"-—;]—
Yo - Vo-lﬁ(

lercas silkl<lt alors kP> 0 et u,—
2éme cas si |kl>1 alors 1/kKP—>0et u;— 8
. . B-u .
3éme cas si k=-1 o =B+ ————3lun) est alors divergente.
-1 - 1
on ne peut avoir k=1 carc #0.
3°) Supposons que la suile ne soit définie que jusqu'a l'ordre n.
Cestadire uj#-dfc pour i=0, .., n-1mais up=- dfc.
Le calcul fait en 2) est valable jusqu'a l'ordre n.
_ Bk'v, - U, - o
Onaenparticulier: y =———— avec v, =
n n 0
K'vg - 1 ug -
d(B - ok™ + caB (1 -k
c{o-BKM+d (1 -kY
Pour que la suite {up) soit définie pour tout n, il faut et il suffit que ug = wp

up =-d/c entraine queug=wpoll w_=

pourtout ne N.

En particulier uy est définie si ug # wg , wo = - dfc. n
2.27. Suites réccurentes homographiques se ramenant 3 une suite
arithmétique.
Soienta, b, ¢, d, desréels telsque ad-bc#0 et ¢c=20.
ax+h
0S0NS  f(x} = we—
P (x) cx+d

on suppose (d-a)2+4hc=0.
1°} momirer que f admel un unique point fixe o et qu'il existe une

constante k telle que : 1 1
Vx#0 = +k.
fx)-o x-o
21 Erudi - cfini a, + b
) Etudier la suite {up} définic par uge Ret u,, = T

{(on suppose que u, = -d/c pour tout n).
3°) A quelle condition sur ug 1a suite est - elle définie pour tout n ?
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Solution
1°) Comme pour l'exercice précédent x est un point fixe de fsi cx2+(d-a)x -b=0
Or A ={d-a)2 +4bc est supposé nul

donc f admet un unique point fixe a-d
En utilisant les relations b - od = = e et d=-2oc +a, ondéduit :

1 cx+d ¢X-ac+a-oc

f(x)-a_a.x+b-acx-d0t_ (x-a)(a-oc)

1 C
= +

X-0 a-qac

C

onprend k=
a-oc

27) 8i ug = o 1a suite est constante. Sinon, la suite n'est pas stationnaire ¢l u, 2 o

pour tout n. Posons v = 1

u, -0

11
flu)-a u,-o

La suite {vy,} est donc arithmétique de raison k.

v + k

n+1

vn = vg + nk.
U=+ /vy

=0+ —
v0+nk

puisque k=0 car ¢ #(, lasuile {ug} converge vers o

3°) Si la suite uy, cst définie jusqu'a I'ordre n sculement .
Clest a dire u; = -dfc pour i =0,1,n-1 ¢t u, = - dfc.
On déduit du caleu! précédent que ]

=YY IR
- nkot -
Ainsi uo:iw
1-nk(u,-o)
_n-d)-2d

Si tp = - d/c alors Uy = m

Pour que Ia suite soit définie pour tout n it faut ¢t il suffit que pour tout n e ¥4

na-d)-2d -
R T Ry

2.28. | Euwdicr la convergence de la suite {up) déhinic par

-1
a) Uy=0 u

S T

3u, +1

b) u=1 TS|
n
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Solution
a ) Cherchons les solutions de I'équation
3+ 1
[=-
C+1

L2 A-1=0 e [ 21 e [= 122
posors @ =1-V2 B=1+ /2
u - o

u, - B

on peul vérilier que {vy} ¢stune suite géomdtrique de raison

posons Vv, =

k= ——= ., lklI=>1
3-8 2.2
Bv. -«
vn=knv0 o ou= —
n
By, - k"
u=—O——.E1puL§quelkl>l
0
vo—lfk

Uy, > B quand n — +oo. Ainsi {ug} converge vers 1+/72
-1

+ X

b) cherchons les solutions de (@) =0 avec {(x)= :

-1
[+1
S l+1=0
- 3 ainsi cetie équation n'admet pas de racine réelle.

Par conséquent {ug,} ne peut converger vers une limite réetle. Elle est divergente. gy
2u,+4

2.29. | Soit {uy} Ja suite définic par uge Ret u = %

n

a) Pour quelle valeur de ug 1a suiie est-clle délinic seulement jusqu'a l'ordre 10407?
b) Déterminer ug pour que Ia suite soit définic pour tout n.

Solution
a) On doit determiner ug telle que : Vn=0,1,..99 u,#6 ot 0j90=06

La fonction f(x}= 2}% admet un unique point lixe x =2, [{x)=x.

Vx e 1 x+6 1 1
x -2 4x-8 x-2 &
1
Posonspour 02100 v, =——5
n
1 1 1 1

Pour n < 100 \,vnl_f(—)—2-_{]___2-I_vn.T
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Par conséquent vy, = vg - nf4 avec = !
n = V - vo —
Ug - 2

4

U= g vat2
1 o w, (4+2n)-4n
or = msi [ —
Yn u, -2 amst tp n{u,-2)+4
. . ) +2n
Finalement , up = 6  si et seulement si  u,= f1+ 1

ainsi Ia suite est définie jusqu'a Vordre n = 100 si et seulement si
" _6+2.100 206
0 100+ 1 101 6+ 2n

b - La suite est définic pour tout n € N si Uy # pour tout n.

n+1

2.30. | Soit p un entier naturel non nul, on pose :
Ug=petupy] =p+ Yuy pourtoutne N,
1°} a) Montrer que uy est bien définie pour tout n € N.
b) Montrer que up € @ pourtoutne N,
¢) Calculer ug,up , 12 etus,
2°) Seient vy =ug, et wp=upny1 pourtout n € N,
a) Vérifier que :

P +1Dv, +P @+ 1w, +P
1Ty 31 Y Vet T TR ST

b) Montrer que les deux suites {vy) et {wp} sont convergenics .
(on remarquera que ces deux suites sont écrites a 'aide d'une relation de
récurrence définie par une méme fonction f ).
3°) En déduire que la suite {u,) est convergente, et calculer sa limite £,

4°) Que peut-on remarquer, quant a la nature des termes up ¢t de la limie Lo

Solution
Soit p € N* . on pose Ug=p
Un+1 =P + Vug ¥Yne N
1°) a - Montrons par récurrence que Uy cst bien défini et que u, > 0 pour tout
ne N .
pour n=0 , ug=p>0.
Supposons gque up > Q. doi  lu,>0C ¢ p>0.

Donc upyp > 0.
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by Montrons que ¥ ne [ Une o
Parré. z2nce. up=pe M donc wpe Q.
Supposons que up € G (donc up € TF4)
doil d(a, b)e N¥xN* [/ u,=ab
d'oll

ap+b
Unt] =p+ lup=p+bla= D
comme p, 3, be N*  doncupy € Q%+
2 2
+1 +1
¢) ug=p, u]=p v Uy =P+ 2p ctu3=p+—pr—
P+ p(p”+2)
2y Vne N Vn = U2 el wp = U2p+1
a) Vpal = U2(n+ 1) = U2n42
=p+ Vugyi
Cp+ 1 (p2+1)u2n+p (p2+1)vn+p
p+l. puy,+ 1 pv +1
Uz

D'ou Ie résultat.

On utilise un procédé identique pour wy.

b - Montrons que les deux suiles {vy) et {wy] sont convergentes :
Considérons la fonction définie par : (pz x4

fx) = —pv1— -
On va ['étudier sur D = R*+.

Vine N Vel = (V)
ctL was1 = [(wn).
Etudions la monotonie de Ia fonction f. Pour ¢cla, calculons sa dérivée .
' (p2+1).[px+l]-p.[(p2+1)X+p]__ !
f'(x)= 3 LE—> 0
(px+1) (px+1)

Dong f est strictement croissante sur D, Par ailleurs, f(D}C Detvy, woe D,
on en déduit que les deux suites  [vn} et {wp} sont monotones et leur sens de
varigtion dépend des deux premiers termes de chaque suite.

i) f(vo) - Vo= V1 - Vo = 2 - i =

>0, donc lasuite {vp} est croissante.
p2 +1

i} f(wp) - wo=w] - Wo=u3-uy =

-2 < 0 donc la suite {wp) est
décroissante, P +2)

Par ailleurs, la fonction f (restreinte au domaine D = R*+) esl strictement croissante
ct on a le tablcau de vanations et les limtes suivanies ;
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X 0 + oo
f'(x) +
f(x) / |y

P

o 241

Ainsi, f(D) c [p, P 1] ¢ D.
2
Donc f est bornée sur D, et par conséquent: Vne N Vh,Wn € [p,p 1 |
2
. , o p+1

La suite {vy} est croissante majorée par 3 et la suite {wyp} est décroissante

minorée par p. Ainsi, {vy} et {wy]} sont convergentes.

3°) Les deux suites {vp} et {wy} sontconvergentes et leurs limites doivent étre
nécessairement solution de 'équation [ f(x) = x ] c'est a dire :

@+ Dx+p
Tpx+1 X
dou (P2 + 1)x + p = px2 +x.

ce qui donne : px2 - p2x - p=0
En simplfiant par p #0, il s'en suit: x2-px-1=0
Le discriminant A = p2 + 4 > 0, et cette équation admet donc deux solutions réelles
2 [ 2
Ir. = p i p + 4 et I. = IL.p_T_4
1™ 2 2 2
Comme les deux suites {vp} et {wy,]} sont positives on a :
lim vy, =limwp=r1y
— oo oo 2
n n—)_ . p+vp +4
ouencore : lim up, = limup,,p = —
n— oo n— +oo
Les deux sous-suites {upn} et {u,.+1} .sont convergentes et tendent vers la
méme limite, donc la suite {u,} est convergente et tend également vers cette limite.
/ 2
p+vp +4
Soitl = 5]
4°) On peut vérifier que pour tout pe N*ona: [ e R\Q. Ainsi, la suite des

nombres rationnels u, admet D(\)I/IL limite un nombre irrationnel.
1+V5
Exemple : pour p = 1. [ =— e R\Q.

L; est appelé le nombre d'Or = 1,618 "correspondant 4 une proportion considérée
comme particulierement esthétique ". (LLarousse) [
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~

3.2

FONCTIONS NUMERIQUES DE LA VARIABLE
REELLE

Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes :

1% f(x)=-x+ 29 f(x)=.tgx 19 f()=cos2x
1-
1+x : . 2
49 f(x)=Log T 59 f (%) = Arcsin (1 - x7).
Solution

Désignons par Dy le domaine de définition de la fonction f,
{on rappelle que Dy est I'ensemble des nombres réels x tels que £ (x) existe).

19 f(x)= X+ !

1-x
xe Dp ¢ [-x20 et 1-x>01 dod Dg=]-e,0].

2% f=VEx

xeDf & 1g x20 & 3 ke Z telque: xelg=[kn,kn+m/2 [

doll Dg = U Ik
ke Z +
3°) fx=ves2x Dp= U [-nMd+kn, w4 +kn).
ke Z

* X La fonction Log étant définie sur ] 0, + eo [ :

. 1
4% f(x)=Logz—

1+x
3-x

>0 & (d+x3-xx>0.

xe Df & x#3 «
doo Dp=]-1,31[
523 f (x) = Arcsin (1 - x2). La fonction Arcsin étant définie sur {- 1, 1}
xeDf e -isl-x°<1.Donc Dp={-Z:/3) -

Dérerminer le domaine de défimition des fonctions suivanies

19 f —hxz’l 29 f(x)= Arctg | =
9 [(x)=1h — 9 fx=Arctg [ oy

x“+1

2
33 f(x)=Argch 3x + 2) 49 [(X)=Arglh(l xz)
-X

Solution 2

1°y La fonction th cst définie sur &, donc f (x) existe si est défini, ce qui

csL vérifié pour out x € X X+ 1
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3.3

Donc Dg=R

2°) La fonction Arctg est définie sur R.

Or x-1
x+1

n'appartient 3 Rquesi x #-1

et x-Dx+1)20. cest-a-direque xe€ J-oo,-1[U[1l,+][
douDf=]-00,-1[U[],+][
3°) On sait que la fonction Argch est définie sur [1, + = [, donc f (x) existe si
3x+221 donc De={-1/3; + e [.

4°) La fonction Argth est définie sur }- 1,1 [ donc f est définie si : 5
etx# 1. (1-x)
donc f (x) existe si et seulement si :

x#1 x#1
2x<(l-x)2 = x2-4x+1>0
-(1-x) < 2x 24150
D'oll Dy=]-0,2-/3[Ul2+/3;+] -
Etudier 1a limite en xg de la fonction f définie par :
m 3x
_82x o 29 f(x) = o x =0
19 fx)= " , X,=0 o o
1-sinx e )
39 f=——m . Xe=5 4 fO=x"(-cos1/x) , x=-e
(n/2 - x)
Solution
1°) On sait que tg 2x ~ 2x  puisque lim tgu/u= 1.
donc f(x) 7 2x/x u—0
etparsuite: limf(x)=2
x> 0,

2°) Onsaitquesinx ~ x et 1gx 7 X donc :

sin 3x 3x
~ n— el par suite lim f (x) = 3/n
Ig X X

x—> 0
1-cost

3%y Posons w/2-x =t Alors f(x)=

t
Or 1-cost Py t2/2.

2
Dot limf(x) =lim U2_1
xonfR2 t->0 [2 2

4°) Lorsque x tend vers - e, t = 1/x tend vers 0-.

1-cos(l/x) 1-cost

1/x2 [2

On peut écrire : f(x) =
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et d'aprés la question 3°) : im f (x) = lim L cost_ i
2 2
X3 -0 1930 L ]
3.4 | Euwdicr la limite de la fonction f au point x, = 0, dans les cas suivants :
2 2 .
x“+a -
19 fy= Y222 "2 29 f(x) = 0¥
2 +b2-b 1-cosx
Solution lal-a
1°) En calculant directement la limile de f on constate que lim f{x) = e
x = 0
Plusicurs cas se présentent alors :
Ier cas: Si b< 0.
i >
h.mf(sz{() 51. az0
£ =0 ah si a <

2éme cas: Si b>0 et a<.
limf(x)=+
x—= 0
3eme cas: Sib>0,a>0.0n aalors une forme indéteminée pour lever
l'indétermination, on multiplie et on divise par I'expression conjuguée du
numérateur et du dénominateur, 1l vient
v X+ bi+b
)= ——
Vxieat+a
etdonc lim f (x) = bfa
x>0
4emé cas:Si a=0 e b=0 onaf(x)=1.
2y0Ona l-cosx=2 sin2 x/2 el sinx =2 sin x/2. cos x/2.

sm x/2 cos x2

Tlsinx2i etalors limf(x)= /2 e limf(x)= -/2

donc f(x)= 2.

x — 0+ x — 0
u
3.5 Etudier la continuité de la fonction f sur R

X- 1

19 f)=———ou— 29 f(x)=tg —

x(x+1)(x2-4) ) fo=tg

Solution
x-1

19 f(x)=—————  festdéfiniesur R\N{0,-1,-2,2}
Xxx+1)x%-4)
Comme f est une fraction rationnelle, donc elle est continue sur son domaine de
définition,
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3.6

Deplus: lin f(x}, lim f (x) . him £ (x) et Iim f (x)
x— 0 X— -2 x— -1 X— 2

sont infinies et par conséquent f ne peut étre prolongée par continuité en ces points.

22 f()=1g1/x festdéfiniesur R-{0;2/&k+ 1)t ouke Z}

elle est continue sur son domaine de définition comme composée de fonctions
continues.

Etudions Ia continuité au point ().
Soient deux suites (Xp)ne px € (Ypdne N telles que :

] 3

X = — ety =—
" onm " (6n+ D

ona limx,=0 et limy,=0
n— + o n— +eo
Mais f(xp)=tg(@nr) =0 et f(y,) =3
donc  limf(xp)=0 et limf(y, =+3
n— + n - + oo
et par conséquent f n'admet pas de limite en 0 et ne peut &tre prolongée par continuité

en ce point, De méme, on ne peut la prolonger aux points  Z = 2/(2k + I)x,

k € Z, puisgu'clle n'admet pas de limites finies en ces points. )

Etudier la continuité de la fonction f sur X :

19 f(x):E[g) 2% f(x)=E [(/2- 1V x]

Solution
19 f(x) =E( / g-] f est définie sur R* et ona: ¥V ne N*

fxy=(m-1) si 2(@-1)% < x<2n?

fo)=n si2n? cx<2(mn+1)?
festalors continue sur I, = W {[2{n- 1)2 ) 2n? [
ne N*
deplus imf(x)=n et limf{x)=n-1
X — 2n2 X = 2n2
X > 2:12 X > 2r12

) . . . 2 -
et par conséquent f est discontinue en (out pomt xy = 20~ , n € N*

29 f(x}=E[ (/2 - 1)/x | méme raisonnement quau 1°).

2
n

[——— /ne N*)
V2-1)

f est continue sur &+ -
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3.7 | Lever I'indétermination ct prolonger la fonction [ par continuit¢ ¢n X,

19 f(x)%-—l , %, =0 29 f(x):(]—l()gx)\(log(x-c)), X,=¢

Solution

Vil -1
1°) ['(x):—-lg:— festdéfinicsur [ -1, 400 - { kmm; 2k + 1)n/2/ke N}

{ est définie au voisinage de x5 =0
et lim [ (x) = lim x !

x>0 x> 0 gx. (Vx+1+1) 2
donc en posant f (0) = 1/2, on prolonge ainsi [ par continuité en x5 =0.
29 f(x)=( -logx) log (x - e).

Dp=]c;+oo]
Calculons lim f (x)
x o et
. . 1 - logx
Iim f (x) = lim —— . (e-x)(log (x -e)
€-X
x o et x o et
. 1-log x . logx-loge . 1
Or lim e-X = lim —'x_—e“‘ = (log) (e) = '?
x— et x - ¢t
et lim(e-x)log (x-¢)=0. dou limf(x)=0.
x - et x o ct
On peut alors prolonger f par continuité en x, = ¢ cn posant f (€) =0 -
3.8 Lever l'indétermination et prolonger la fonction f par continuité en x :
19 f(0)= |24 —+1 L
9 f(x)= x—3+7+ - x—3+Y- ;X =
Sin T X
29 fx)= ,  X,=1
sin 2 tx
1-2cosx
39 f(x)= ——— , x,=7/3.
n-3x
Solution
1°) f est définie sur un intervalle du type ] o, a] ,a>0
. . 2
et limf (x) = lim =0

ot x oot Sk ka1 + L U 1K1
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donc f est prolongeable par continuité a droite en x5 = 0 et on prend £ (0) =0

% x puisque lim f (x) = - 1/2 on pourra prolonger [ par
sm2 wx X -1

29 f(x)=

cominuité.én posant (1} =-1/2.

ﬂ.Onpose t=w-3x

3 ()=
T-3x
donc 1-2cosx=1-cos¥3 -3 sint/3.

et puisque 1~ cos1/3 o~ 2 18 et sin i3 513

1-cost/3 sint/3

t

donc lim f(x) = lim -lim /3.
x> n/3 t—> 0 t— O

eten posant f(n3) =- /33 festprolongé par continuité en Xo = 7f3.

=373

Soit f 1a fonction définie de [0, 1] dans R, par ;

f(x)=
x+1

a) Monirer directement que f est strictement monotone.
b) En déduire que f est bijective et déterminer £ 1

Sclution
a) Soit (x;,xpe [0,11x[0,1]
Supposons que X1 > X)
(- %53 (1 -%p %)

(1+x%) (1 +x2)

f -f
donc le signe de M

Ona f(x)-f{xy)=

est celui de (1 - x1x7)
Xp-X2
mais 0<x3<1 e 0<xp<£1 donc 1-xpxp 20,
f est alors strictement croissante {(car 1 - x1xp > 0)
b) f étant continue sur [0,1], strictement monotone donc elle est bijective de [0,1]
sur £ ([0,1]) = [0,1/2].
Déterminons f 1
fF 1 est définie sur [0,1/2] & valeurs dans [0,1] , continue et strictement croissante
sar [0,1/2].
De plus par définition ona pour x € [0,172] ety e [0,1]y= f1 x) & x=1f(y).

b

l+y2

& xy-y+x =0

~donc x =
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¢e gui donne pour x € ] 0, 1/2] une unique solution :

/ 2
T-v V-4 appartenant a lintervalie ] 0, 1]

y =
D'oi 2x
-1 1 - \/ 1 ~4X2
f x=— ]
2%
3.16 Soit  f: R — R unc fonction continue ¢t vérifiant :

Iimf{(x)=A ; imf(x)=B avec AB < 0. A ct B pcuvent tre infinis.

X =3 + oo A= -0
a) Montrer qu'il existe deux réels x, ¢t yq tels que £ (xg) . f (yo) <0.
b) En déduire que I'équation  (x) = 0 admet au moins unc solution réelle,
¢} Etudier le cas ou [ est un polyndme de degré impair.

Solution
a) Distinguons plusicurs cas :

ler cas : Supposons quc A ct B sont [inis ¢t que AB < 0.

(on prénd par exemple A > 0 et B <0 et le cas contraire se démontre de la méme
maniére).

On a par Thypothése limf(x)=A ct Lim{{(x)=B.

X — + o= X —> - o0
Donc Ve>0 do>0 tlque x>a ona lf{x)-Al<e. 48]
Ve>03I P>0 telque x<-f ona Ifx)-Bl<e. 2)
Prenons alors € = A dans (1) ct £ =-B dans (2).
On a alors pour lout x> o O<f(x) <2A
ct pour tout x < - 2B< f(x) <0

11 suffit de prendre n'importe quel x5 > o

etyo<-B omabicn f(xy).{(yy <O.

2éme cas : Supposons que A el B sont infinis par excmple A=+ et B =-oo,
Puisque im{(xy)=+oc0 et limf(x}=-w
X — + o0 X —5 - oo
on a alors :
Va>0 3IB>0 telque x> B ona f(x})>a«
Va>0 3IF>0 telque x<-§  ona f(x)<-o.
Donc: V¥V x>P f(x) >0 '
Vx<-§ f(x)<0
Il suffit donc de prendre x;, € | B, + oo [.

etyg€ l-o,-B'[ onabien f(xy).[(yy) <0.

http:/ / fribok.blogspot.com/



Chapitre 111 59

3.11

3.12

3éme cas : Supposons A fini et B infini (Par exemple A>0 ¢t B = - o).
En combinant le choix du ler cas et du 2¢me cas. On démontre aisement le résultat.

b) f est continue sur R, elle l'est donc sur [(Xg > Yol
etf(xg) . T (yg) <O
Donc d'apres le théoréme des valeurs intermédiaires :
3 vIxg ¥ [ tel que f () =0.
¢) Si f est une fonction polyndme de degré impair, elle vérifie les hypothéses de
I'enoncé donc appliquer a) et b) et conclure :
Tout polyndme de degré impair admet au moins une racine réelle. |

Démontrer que I'équation (E) admet au moins une solution réelle.

1 1
E) — COS X -

2 =0

(x + 1)?

Solution

1
Posons f(x)= 5 CosX- 5
x+1)

f est définie, continue sur tout intervalle ne contenant pas - 1.

1 1 0
7-———>

Deplus f(2m)= 5
Cr+1)

1 1
et f(3n):-7-————2<0
Br+1)

Donc d'apres le théoréme des valeurs intermédiaires il existe ¢ € ] 2m, 3 [ tel que
f(c)=0.

[ ]
Montrer que les équations suivantes admettent au moins une solution réelle.
a) x5 -3x% +15x-7=0.
b) x* -23 +3x%-x -5 =0
¢) 1+sinx -x2=0.
Solution

a) On pourra, en étudiant les variations de la fonction f définie par

f(x) = x5 - 3x2 + 15x - 7 démontrer que f (x) = 0 admet une solution ou
encore en remarquant que f (0)=-T7etf(1)=6

Et, par application du théoréme des valeurs intermédiares il exixte x, € 10, 1 [
tel que f (x5) = 0.
on peut étendre ce résultat a tout polynéme de degré impair (voir Ex 3.10)
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3.13

b) Méme raisonnement gqu'en ) sur [- 1, 4]
¢)Posonsf (x) =1 +sinx - e
f estcontmuc sur |0, x] et ona:fW=1 er t(my=1- :rz < ()
d'ob 'équation { (x} =0 admet unc soluton dans Uintervalle 1O, -
Soil f: & — R unc fonction ¢continuc admettant des lhnites nulles en + oo
clen - oo,
+d) Montrer que { est bornée.
b} Est-ce que les deux bornes sont nécessairement atteintes ?
¢) Est-ce gue l'unc au moins des deux bornes est nécessairement atleinte ?
Solution
a) Comme lim f (x} = 0, on a d'aprés fa définition de la limite ecn prenant €=1;
X — L oo
JA<) Vxe®R [x<A = IITx)l<1}
et IB>0 :V xeR [x>B = I{(x)l<l]
Ainsi : Vxe o, Alul B,+eo| © 1)<,

De plus { st continue sur B donce en particulier sur [A, B]. Elle est donc bornée sur
[AB]:
I M>0/V xe [AB] 1 {x)l<M.
si l'on pose Mgy =sup (IL,M)yilestclairque V xe B IT(x) 1< Mg
Par conséquent, f est bornée.
b} les deux bornes ne sont pas néeessairoment aticintes. 1 suffil pour s'en aperge-

voir de considérer la fonction [ définie par: f(x) =¢™ *
[ estcontinue surRet lim [ {x) =0

X >t
Une étude succincte de la fonction £, montre que :
inf f(x)=0 et sup [(x)=1
xe R xe R

La borne supérieurc cst atteinte car [ (0) = 1, tandis que la borne inféricure ne I'est
pas puisque la fonction exponenticlle ne s'annule jamais,

¢) Montrons que l'une au moins des deux bornes est nécessairement aticinte.
Supposons gu'aucune des deux bornes n'est atteinte.
Soit a=inlf et B=supf
Si f n'est pas identiquement nulle (cas trivial), au moins l'une des deux bornes n'est
pas nulle.

Supposonss que ot # 0 (le cas f = 0 se déduit de celui-ci en considérant la fonction
g=:1.

D'aprés I'hypoteése (him f (x) =) on peut écrire, en prenant =1 o i/2 duns la

X — * oo
définition de la limite que ;
() F3a>0 / V¥V xe Jroo,-afula, 4] & M{xI<lal2
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3.14

3.15

Or par définition de la borne inférieure :

2 Ve>0/ 3xe R / asf(xy<a+e

si on prend en particulier £ vérifiant ¢ < e < | ¢« |/2 la relation (2) devient :

3 YeelO,lal2] dxge R @ asf(xg)<a+e.

Et puisque, d'aprés (1), pourtout xe RN{-a,al. If(x)l<lal2 donc
g€ [-a,al

Par conséquent ¢ est alors la borne inférieure def sur [-a,a] or fest définie et
continue sur {- a , a] donc elle est bornée et atteint ses bornes.

Ainsi, la bome inférieure o serait atteinte.,

Ce qui contredit 'hypothése et prouve que l'une au moins des deux bornes est néces-
sairement atteinte.
-

On considére la fonction f définie dans R par :
f (x) = Arcsin x + Arcsin 2x.
a) Préciser le domaine de définition de f et montrer qu'elle est injective,
b} Sur quel intervalle, la fonction réciproque de f cst elle définie ?

¢) Résoudre 1'équation f (x) = 21/3.

Solution
a) f est définie si et seulementsi; - 1< x<1 et -15£2x <1,
Donc D= [-1/2, 1/2].
Mantrons que f est injective. Pour cela, it suffit de montrer que f est sirictement
monotone, les deux fonctions x — Arcsin x et X — 2x sont strictement croissantes
Donc leur composée est strictement croissante sur Dy, Comme f est la somme de

deux fonctions strictement croissantes, f est aussi striciement croissante sur Dy.
Cest-a-dire: V x,xeDf [x<x' = f(x)< F{x'}]
C'est-a-dire V x,x'eDf [x=x = {&x=1{{Xx)]

Dong £ est injective.
b) fétant continue et strictement croissante, ¢'est une bijection de {- 1/2,1/2]

sur [[(-1/2) , (12} ]=[-2m/3,2n/3 .
Par conséquent f Y est définie sur [-27/3 , 273 1.
O fx=213 o x=flem3) o x=12

Soit f une fonction définie et continue de [a,b] dans {a,b] telle que { o f soit
injective. Montrer que [ est injective et que f o [ est striciement croissante.

Solution
Montrons d'abord que f est injective.

Soit (x,x") € [a,b]z. Supposons que f (x) = £ (x)
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Par hypothése : f (x) e [a,b] etf(x)e [ab]

t est alors une application de [a,b] dans [ab]donc: f(f ()= x")) c'estadire
fof(x)=Ffof(x".

Or fof estinjective donc x = x' ctparsuite f estinjective.

Montrons maintenant que o f est strictement croissante,
Pour cela, il suffit de démontrer que f est strictement monctone.

Supposons le contraire. I existe alors trois réels ¢ < p <y deux A deux dinstincts et
tels que (o) < f{y) <f(B) (I'indgalité dans le sens contraire conduirait au méme

résultat), A

f étant continue sur [a,b]

donc en particulier sur 150) I
[o.B). Dapres le théoréme

des valeurs intermédiaires FyL B

clle atteint toutes les
valeurs situées entre fiog} et f(B).
Orf(vye 1f(e), £(P) [ donc:
Jee Ja,Bltelquef(y)=1(). :'
c'est-d-dire: o<c<f<y dod c<y. pe
Ce qui est absurde puisque f est injective.

Par conséquent f est nécessairement strictement monotone.
Ce qui entraine évidemment que f o { est strictement croissante.

flo)lk - — —

\j

3.16 Soient f et g deux fonctions numériques définies et continues sur un méme
intervalle fabl de Rettellesque: V¥V x e [ab] f(x)>g(x).
Montrer qu'il existe unréel k>0 tel que:

Vv xe [ab] F(x)z g (x)+k.

Solution
Considérons la fonction ¢ définie sur Vintervalle [a,b] par
vV xe€ [ab] ¢ (x) = f(x)-gx.
¢ est continue sur I'intervalle fermé borné [a,b ] donc elle est bornée et atteint ses

hornes.
Soit k sa borne inférieure sur [a,b] : k = inf ¢ (x)
x e [ab]
Donc Vv x e [ab] ¢ xzk (1)

De plus k est atteint, il existe x5 € [a,b) telque @ (xy) =k
Comme par hypothése ¢ <0, ona: ¢ (xg) >0, ¢lest-a-dire k=0

Par conséquent, d'apres (1) :
3 ke R*, ¥ xe [ab] f(x)2g(x)+k
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3.17

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle fermé borné [a,b].
Soient xj, X9...Xp, n valeurs de [a,b]. Prouver qu'il existe un élément

c € [ab] tel que :

1
£(0)== [£(x) +1(x) + .. +1(x)]

Solution
f est définie et continue sur [a,b], donc elle est bornée sur [a,b] et atteint est bornes.

Posons m=inff et M=supf, m<f(x)<M. Vxe [ab].
Parsuite: m< f(x))<M pourtout i=1,2,3,...n

n
Ce qui donne Z

ilvientdonc: m<

I/\

n
x)< 2 M
i=1

f(x)<M

D'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires il existe ¢ € [a,b] tel que

3.18

Xxg€ [0,1-1/n] telque:

3.19

1
f()=— .Zl f(x).

Soit f une fonction définie et continue sur [0,1] telle que f (0) = f (1).
Démontrer que, pour tout entier n non nul, il existe un réel x de l'intervalle
[0,1] tel que : 1
fx,) =f&x, + E_)
Solution

Considérons la fonction g définie sur l'intervalle [0, 1 - 1/n] par:
gx)=fx+1n-fx
g est définie, continue sur [0, 1 - 1/n]
d'apres l'exercice 3.17 : si I'on prend n valeurs X1, X9,..Xp de [0, 1 - 1/n], il existe
n

1
g =— 2 g(x)

i=1

n-i
Prenons maintenant ~ X; = -~ pour tout i e {1, 2,...,n}
= S n+1-i n-i
Or 2 g)= 2 f——) -f()
i=1 i=1
=1 (1) - £(0).
Doli: g (xg) =0 c'est-a-dire f(xg) = (xg + 1/n) -

Soient f et g deux fonctions continues sur R et vérifiant, pour tout x € Q,
f(x)=g ). Montrerque f =g
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Solution
Posons QX =fx-g®:.
Montrons que VxeR ox)=0
Supposons qu'il existe Xo€ R\ Q telque ¢ (xg) = 0.
¢ étant continue donc elle garde un signe constant au voisinage de Xg.
Supposons ¢ (xg) >0 donc:
Joa>0/Vxe]xg-a,xg+0l : ¢(x)>0.
Or Q est dense dans R donc
dre xg-0,Xg+ ¢ [N Q
et evidemment @ (r) > 0, ce qui absurde puisque ¢ = 0 sur Q par hypothese.
D'otl VxelR , (X)) =g (X).
On raisonne d'une mani¢re analogue si @ (xg) < 0.

3.20 1°) Soit f une fonction numérique uniformément continue sur [0, + oo[.
Montrer qu'il existeae R*, et be R telsque:

V xe [0,+oo] [f(x)I<ax+Db
2°} A-t-on la réciproque ?

Solution
1°) f est uniformément continue sur [0, + oo [. Donc :

Ve>031n >0V (xx) e Re' 2 [x-xl<n= IfX -f(x)I<el
Prenons € = 1. Soitn le pas correspondant :
¥VneN If({(n+1)m) -fam)l<1.

Parsuite: Vne N If(nm) -fO)1<n

Soit x € RY etsoit ne N ,lentiertelque: nns<x<@m+1)n

ona lx-nml<n = {fX-fm)lI<l

doi !If(xX)-f(0)!<n+1 et parsuiteona:
HE<IfO) ! +n+1<1f0)] +xm+1

Posons maintenant a=1/n et b=1f0) 1+ 1

Ainsi Vx e Re  If®Xi<ax+b.
2°) Considérons la fonction f définie sur Ry par:
60 {(2k+1)<x-2k) si xe[k,2k+1]ke N
X) =
-k D[x-QRk+2)] si xe [2k+ 1,2k +2].

f est définie, continue sur R+ et vérifie, par construction :
Vx e R+ I (x) < x.
Pourtant f n'est pas uniformément continue sur R+ . En effet :

prenons €=1.
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X
2 34 567 89101 12.. >

Seit 1 > 0 . Montrons qu'il existe (x,x") € RZ (el que :

Ix -x'l <7 et fX)-fxH 1=1,

posons «=inf(n/2,1). Soitke N tels que:

k= (l/o - 1)/2

prenons x=2k e xX=2%+n

on a bien x-x'1<m

par ailleurs 1f(x}-f(xN 1= (Zk+ 1)

entraine alors que fxy-fxYI21.

Conclysion : ,

Si f est une fonction uniformément continue sur R+ alors :

Jae R*, etbe R telsque  VxeR+ If(x)I<ax+b

La réciproque st fausse.
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FONCTIONS DERIVABLES
4.1. Etudier la dérivabilité de la fonction f , dans chacun des cas suivams/,/"
2 {
D)= x" -1 2)fx)=log(x+ ./ x*-1) [/
5 P
l-x i/
3) 0= 7— ‘
Solution

D f(x)= %2 -1 fest définie sur Joo, -1 J W [1, 4eo [. dérivable sur son
domainc de définition comme composée de fonctions dérivables, sauf aux points - 1
et l.

Etudions la dérivabilité aux points xg=-1,x1 =1.

2
2 X -1
im  ®-CD i VX1 o i / 5
x+1 x+1 . x+1)

X — -1- X — -1- x — -1
donc :
. - (- . x-1
Iim M_l_) = lim = -0
x+ 1 X+ 1
X - -1- X — -1-

f n'est pas dérivable au point X =-1. On montre d‘'une maniére analogue que f
n'est pas dérivable a droite au point x1 = 1.

2) fx)=log(x+/x-1)

f est définie sur [1, +oo [, dérivable sur ]1 ,+oo
Etude de la dérivabilité au point 1.

ona lim f(x)-1(1) = lim log (x +/x* - 1)

x— 1+ x-1 x — 1t x-1
lim [(log x):] (log(l +J1- 1/x2)J
+
x - 1+ “\x -1 x-1

Sil'on pose t=x - 1, 0on obtient alors : -

10g(1+l)_1
n =

x - 1+ X1 t— 0t

deplus: v 1- 1/x” tend vers 0+ quand x tend vers 1t donc :

10g(1+\/1-l/x2)'I NATRY'S
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bg 1+ 11K _ o J1-14°
1

Donc  lim T
x> 1t X X - 1+ x
2
/ 2 X -1 x+1
mais  lim 1- 1k = lim [ 23 =lim /2 1=‘°°
x > 1+ x-1 x— 1° - 1) x —» 1+ X x-1)

D'olt f n'est pas dérivable en x5 = 1.
5
l1-x
3° ="
) =7
f est dérivable en tout point de R sauf peut - étre en | puisque pour toutx # 1 :
5

1-x
f()= +— =xt e e x? e x4+
or lim f@x) = lim (A +x3+x2+x+1)=5
x—1 X -1

donc [ est prolongeable par continuité en 1.

Enposant f(1} =5, calculons lim f_(x_) .'_f_( 1_) st elle existe
X — 1 x-1
5
lim  O-TD g XX o i3 4 202+ 3x 4+ 4= 10
X -1 x-1 x— 1 (x—l)2 Xx— 1

D'ou f estdérivableen 1 ctona (1) = 10.

Etudier la dérivabilité de la fonction [ :
1 fx=|x2_3|” o xsinx )
o . 2 1t 1-cosx /’
39Fx) =4 | 2.2 :
0 sitxiza ou a€ R+ v
Solution

1) f(x)=1x2-31 [estdéfinic , continue en tout point de X, dérivable sur &,
saul peut-éue cn 3 ¢l - 3.
Etudions la dérivabilit¢ aux points xg =+3 % = -3

2

lim @:.'(_“ = lim ‘\  _; =9
x — 3+ x=3 x — 3t r
o 3oy
ct  bm O-1G) _ iy — =-0
x o 3 x-3 - 3 &
done g1 =9 ct Feld)y =9
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La dérivée a droite cst différente de Ja dérivée a gauche . La foncuon { est dérivable
a droite , dérivable A gauche au point 3 mais n'est pas dérivable au point 3.
A l'aide d'un raisonnement analogue on montre que { n'est pas dérivablz.au point -3

XSmX
2) = 1-cosx

f est définie s1 xsinx =0 el x#2km donc:

Dr=( U [(2k—1)1:,2kn[)u[ W J2kn,(2k+l)ﬂ:]J

keZ- keZ+
f est dérivable sur Dr. f ne peul-éure délinic par prolongement par continuité aux

points xg = 2kiT pour k € Z*.

Mais en 0 on a lim fx)=v2 . Par conséquent, en posant (0= /2
x— 0 )
onaura: lim  f(x)- K0) et lim RO
x>0t x xo 0 X0
Conclusion : la fonction f, prolongée par conunuité, nest pas dérivable en 0.
3) f est définie sur K , continue en tout point de X. Elle est dérivable sur X saufl
peut-&tre aux points a et - a .
Etudions la dérivabilité au point a.

lim ) -1@ .0 (car f(x)=0 et fa)=0).

Xx—a+r *°8

22
fim 0@ o g Lo
x—>a X-2 x> a 2
Posons . | =x alors quandx —»a-, X-—> -~ et lim XeX=0
X2 -a X 5 oo
Dol lim {x)-fta) = 0,
X — a- Xx-a
Par conséquent, f est dérivable au point a et f(a) = 0.
D'une maniére analogue , on démontre que f est dérivable en - a. /

Soit f une fonction définie sur un voisinage de xq.
Considérons la fonction g définie par :
fxp +x) - T0xg - %)

gx) = 7 )

a) Montrer que si la fonction f admel unc dérivé A droite ¢t une dérivée i
gauche aupoint Xq, alors g(x) admet une limite lorsque x tend vers 0.
Exprimer alors cette lumite en foncuon de Ta(Xp) ot fg(xp)

b) Etudier 1a réciproque de la proposition a) en considérant la fonction {
définie par f(x) =x sinl/x si x#0ect FO)=0.
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4.4.

Solution
Puisque f admet une dérivée i droite et une dérivée & gauche au point xq, on a alors:

f(xo + h) - f(x))

im0y et tim Sk (D)
h—-0+ h ° h — 0- h
En remplagant h par -h dans (1) on aainsi:

f(xg-h) -f f(xg-h) -f
lim M = -f4(xq) et lim M = -1',(xq)
h—- 0 h h—-0+ h

f(xp+ h)- f(xg)  f(x) - f(xq - h)

or sM)= Zh * %h

Donc: lim  g(h)= —;— [f' 4(x) + f’g(xo)] it lim o g(h) = 1/2[ (fg(x0) + Fa(x0)]
h—>0+ h—- 0
Dou limg(x)=1/2{ fg(xo) + fd(xo) 1
x—0
En particulier si f est dérivable en x,ona: lim g(x) = '(xo).
x—0
b) Prenons xg=0 et f(x)=xsinl/x si x#0 et £0)=0.
Ona:g(x)=1/2x (x sinl/x - x sin}/x ) =0 Donc lim g(x) =0

x—0
Mais f n'est pas dérivable au point 0 :
En effet :
im 0-1O) i sinl/x qui n'existe pas.
x-0
x—0 x— 0

Conclusion : La réciproque de a) est fausse.

Soit f une fonction définie sur ] -a, a { et continue en 0. Vérifiant :
f(x) - flkx
lim (x) - fkx)

x—-0 X

a) Montrer que f est dérivableen O et que f (0) = Tk
b) Montrer que le résultat reste valable si k > 1.

=f oukesttelque O0<k<1

Solution

a) Par hypothése ona: 00 -T) |
YVe>0 In>0 tel que Vx/[ixl<n :1—-—X—~—~£i<£. ]
or O0<k<1 donc |kPxI<m pourtout pe N et tout x tel que I x| <.
Donc : -s<w-g<s

X
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£ (kx) - f (k%x)
< kx )

f8 20 -
-E< -L<e

K" %x
£k 'x)- (k" x)
< -
K Ix
En faisant la somme, membre & membre, des inégalités obtenues, il vient :

Vx/lxl<n ona: -g¢ L<e

L<e

n
e (Laka Pk D s s el (v ks k)

- Comme f est continue en 0, en faisant tendre n vers o on obtient :

AR AN S
1-k ~ X I-k71-k
doir le résultat .
f -f(k
by si k>1 et ljmﬂux—ﬂ-:t .
X0 HX) - £(X)
Posons X =kx ,K=1/ketL=-1 kalors: [=Ilim ____X.....__k
x—=0
On a alors  lim @_-ngiLL avec 0 <K<l
x =0
.. ) L Lk ) L
Ainsi f est dérivable en( et f (0)=1_T=iTA< d'od g (O)‘ﬁ

/ / a.5.

Pour tout o= 0-on pose : fo () =ox+ x2sinl/x si x#0 et fe(®)=0.
a) Mongrer que f, est continue sur B,
b) Montrer que fry st dérivable sur R.
¢) f'p esi-elie continue en zéro ?
d) Calculer lim fu(x) et lim Fg(x)
X—> +oo X— o
e)onposex, = 1/kn , ke Z*¥  calculer fo(x)
f) Montrer que si 0<a <1 alors f; n'est monotone sur aucun intervalle
ouvert conlenant 0,
g) Montrer que : V ke Z*, f1 admet un maximum local stricte an
point X2
En déduire que 7 n'est monotone sur aucun intervalle ouvert contenant O,
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Solution
a) lim fg(x) =1im (ox + x2 sinl/x) = 0 = f(0).
x—0 x—0

(car lim x2 sinl/x = 0 puisque sin 1/x est bornée et x2 — 0)
x—0

b) sur R*, f, est dérivable comme somme , produit et composée de fonctions.
dérivables sur R¥* et g (x) = o + 2x sinl/x - cosl/x
Deplusonalim fy (x)/x =lim (o + x sinl/x) = o puisque | x sinl/x [ <1x |,
x—0 x>0
donc fy est dérivable en zéro et ' (0) = ¢
c) Silg etait continue en z€ro , lim cosl/x = lim (& + 2x sinl/x - f(x) ) =0

_ x—0 x—0
Ce qui est faux puisque lim cosl/x n'existe pas.
x> 0
En effet : en considérant les deux suites (xy) = 1/2kT ety, = ——1—— pour k= 1
il vient ; k+ Dr
limcos 1/xx =1 et limcos l/yx =-1.

kK —+o0 k 5+
. . \ inil .

d) lim x sinl/x = lim Slrll/ X =1 etlimcos l/x=1
X —+oo X—r+oo0 x X >+

Donc  lim fg (x) = lim x@hf%¥3=+w et Lmfg (X)=o+1
X —+oe X —>rtoo X > +oo
e)Pour x¢ =1/KT, (ke Z¥)ona fg(xx)=a - cos kX
donc: fig (xK) = - -1k,
f) Soit 0 < & < 1. Supposons que f soit monotone sur un intervalle de la forme

|]-a,alou a>0.
[ doit alors garder un signe constant sur l'intervale J-a,af.

Orpour k assez grand, xox et Xok+1 appartiennent 4 J-a,a[ et

fo (xok)=0a-1<0 et g xxs)=0a+1>0.
Dou fg n'est monotone sur aucun intervalle ouvert contenant 0.
g)Ona f1(xp=1-1=0 et f"71(x)=-4knw<0O donc fq est
strictement décroissante au voisinage de X9k et Xok est un maximum local de f7.
Par conséquent f; n'est monotone dans aucun intervalle ouvert contenant 0 :
si k est assez grand , xk€ J-a,al,
f1(x)>0 si x<xpetf(x)<0 si x>xpx (pour x suffisamment proche de
X2k)
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4(7 Soit f une fonction de classe C!. Considérons la suite (Unlp e py définie par
f U, donné ct tun+1 = f (ug).
~% | On suppose que (uy) n'est pas stationnaire. Montrer que :

Si {up) cenverge vers [oalors 1T {D1< 1.

Solution ’
f étant continue , on peut écrire  {([) =L. Supposons que H{I)1>1.

Puisque [ est continue, on considere la fonction continue @ (x) =1f (x}!-1.
puisque de>0 / Vxell-g.b+e] If@x)l>1.
Et comme (up}, e pg converge vers [
I NeHN ! YnzN upe Jl-e,0+¢f
Appliquons le théoréme des accroissements {inis entre up et [ :
Il existe centre upetl,donc ce JE-e,0+&(, tel que:
(f(up)-LYy=1{c)(un-0)
Ainsi lupey -Cl={1c31 Ty, - LI
fupgr -bl>tag-C puisque ¢€ JL-e,0+€]
Cette inégalité étant vraie pourtout n=N ,ona:
¥Ynx=N lu,-Cizlun -1
ot luy-Lt>0, puisque la suite { u,) est non stationnaire, donc la suite { luy - L1}
ne peut tendre vers O et [ u,) ne peut converger vers [ . Ce qui contredit 'hypothése.
Ainsi If ()11 m

4,7. | Soit la fonction définie par: f(x)=(x2- 1), ne N*
a) Montrer que l'ona: (x2- 1) f(x) = 2nx f(x) . 1)
4

» b) En déduire que l'on a : o - D200 + 20 V) -1 (041 £700 = 0

Solution
a)Ona f(x)=2nx (x2- -1,
En multipliant par x2 -1 ona (x2- 1) f'(x) = 2nx {(x).
b} En dérivant (n+ 1) fois la relation (1) il vient :
(x2- 1) £ () 10+D) = [ 2nx f(x) )0+ 1)
En appliqunt la formule de Leibnitz on a donc : -

n+1 n+1
EOCL LGP P znkg,oC:+ M0
o (x2- D& =0 Yk23 et x®=p Vkz2
D'oir : % - 100 + 2x A V) - n (n+1) 1% = 0
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4.8.

4.9.

Soit fx)= v 1+x°
a) Démontrer que 'ona : (1 + x2) (x) = x f(x) M
b)En déduire la relation :
A+ + @n- 1™V + nin- 1) Pxy=0 @
¢) Démontrer que f2*"0y=0 pourtout ne N.
Solution

0na f ()= —
v T+ x2
En multipliant par (1 + x2) on obtient la relation (1).
b) En derivant (n + 1) fois }a relation (1) et en utilisant la formule de Leibnitz
on a la relation (2).
¢) On procéde par récurrence ; £ (0) =0 1a formule est donc vraie pour p=0.
Supposons que :  §@P*Dgy =0 et montrons que [PP*Igy =0
D'aprés b) ona:

A+xH P + @p+ Dx £ + 2p2p+1) €7 ) =0
Doit:  f2"*¥0y=-2pp+ 1) I¥P0)=0 |

On considére la fonction f: R — R définie par :
-1
fe=1] 21 silxl<1
¢
o silxl21
Montrer que f est indéfiniment dérivable.

Solution
Il est clair que f est définie, continue sur R et dérivable surR - {-1, 1}.

De plus pour tout n € N*
1
@)y 21 osilxl<l. fMx)=0 silx12 1.
(x)= 2 ,.2n°
x" -1

Ou Py est un polyndme de degré n.

) -£70)

lim fME)=0 et lim T 0
x— 1 x> 1

My - £ 1)
im fWx) =0 et lim —%—#0
x— -1 : x— -1

D'oi f est indéfiniment dérivable sur tout R.
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4.10. | Peut-on appliquer le théoréme de Rolle aux fonctions suivantes

a) f(x)= sinZx sur [0, T}
b) f(x)=3;°_‘:gﬁ sur [-1, 1.

§
0 foo=1-"Sx*  sar[-1, 10,

SInx

d fx)= s sur [ -70/2 , ®f2]

Solution
~ a) fest continue sur [0, ] , dérivable sur 10, [ et £{0) ={(7) donc on peut
appliquer le théoréme de Rolie [ sur [0, U]

1l existe alors ¢ € 10, [ tel que fic)=0.

[2sinc . cosc =0 = c =M2]
b) f est définie sur [-1, 13- {0) , et Hm f(x) =0 car 1 -cos2Mx = Am2x2p.
x— 0

Donc, en prolongeant f par continuité en 0 en prenant () = 0,
f est alors continue sur [-1, 1].
de plus lim T 10 lim ﬂ = 22
X

x—0 x— 0 X
donc f est dérivable sur ]-1, 1{ et {(-1)=1{(1).
Le théorgme de Rolle estalors appliquable a f sur [-1,1] et on a alors | 'existence

dunpointce J-1,1{ wlque f{c)=0.
c) fest definie continue sur [-1, 1l et f{-1)=1(1).

Mais f n'est pas dérivable en 0 donc le théordme ne s'applique pas.

d) £ (-%/2) = £ (n/2) donc le théoréme de Rolle n'est pas appliquablc,

4.11. Soit f la fonction définie par : f(x) = Log (1 + ox) ol e R*+.

Soient aetb des réclstels que -1/a <a £b.

< a) Démontrer quiil existe ¢ e Ja bl whque @ (B -f@=h-0I ) |
b) Détérminer c.

Solution
a) [est définie sur ] -1/o, 4+ |
Donc f est définie , continue sur [a , b] dérivable sur |a, bl
D'aprés le théoréme des Accroissements finis, il existe c € ja, bl tel que:
fb)-f(a) =d-a}l(c

http:/ / fribok.blogspot.com/ -



Chapitre IV 75

b) ona f (x)=
1+ ax
a(-a)
Donc log(l+ab)-log(1+ ca)=
1+oc
Dot cz__bL_l
1+ab) o
log( W .
Y (1+aa)

4.12. | Soit f la fonction définie par :
fER)=xx+DE+2)x-1)x-2)(x-3).
Démontrer que f, f", f", f4) ont respectivement 5, 4, 3, 2 racines réelles.

Solution
Il est clair que f admet 6 racines :
xt=-2, xp=-1, x3=0, x4=1, x5=2, x=3.
Dans chacun des intervalles [xj, Xj+1] 1<i< 5, f vérifie les hypotheses du
théoréme de Rolle, donc il existe ¢; € Ixj, xj+1[ 1£1<5 tel que f(c;) =0.
Ce qui montre que f admet 5 racines .
Un raisonnement analogue , montre que ', f" et 4 ont4,3 , 2 racines réelles.

4.13. | Montrer que I'équation eX=1-x admet l'unique solution x = 0

Solution
x =0 est bien solution de I'équation e¢*=1-x.
Supposons qu'il existe une deuxiéme solution xg # 0. et considérons la fonction
f définie par f (x)=¢e* -1 +x
f est continue , dérivable sur R donc en particulier sur [0, xg] si Xg>0
(ou [x0,0] si xg<0) etona:f(0)="1f(xg)=0.
Donc d'aprés le théoréme de Rolle il existe ¢ € ]0, xg[ tel que :
f{c)=0 clesta dire ec=-1 ce qui est absurde. ' n

4.14. | Montrer que l'équation x -e*=0 admet une solution unique xg € R et
que l/e < xg < 1.

Solution

Posons f(x)=x-c¢X

f est continue et dérivablesur Retf (x)=1+¢* , £ (x)>0.

f est alors une bijection de R sur R. 1l existe alors xg € R unique tel que f(xp)=0
Deplus f(I)=1-1/e>0 et f(lfe)=1e-ecle<0

Dot : l/e < xg < 1. H
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4.15.

e

Soit h un réel strictement positif. En appliquant le théoréme des Accroissements
finis sous la forme :
f(xg+h)-f(xg)=hf (xo+6h) ot 8€]0,1][
expliciter © en fonction de h et étudier sa limite lorsque h tend vers O dans
chacun des cas suivants :

1
Q) f)=2x2+3x+1, xpe R b) f(x)=

1+x

Xo € R*+

¢) f(x)=¢eX ,Xo=0 d) f(x)=2+x , X0 =90

Solution
Dans chacun de ces cas, f est continue sur [ xq, Xo+h] et elle est dérivable sur

] xg, Xo+h [ donc il existe 6 € 10,1 [telque: f(xo+h)-f(xg)=hf (xo+6h).

a) 2(xg+h? +3(xg+h)+1-(2x5+3 xg+1)=h[4(xy+6h)+3]

donc aprés simplification il reste :

2h? = 40h? dol :6 =1/2

1 1 3 -h
1+x0+h 1+x0 (1+x0+6h)2
donc : (1 +x0+6h)2=(1 + Xg) (1 + xo + h).
qui nous donne une équation de second degré en 6.

62h2 + 26h (1 + xg) - h (1 + xg) = 0.

I+ x)+ /(A +x)(1+x,+h)

b) ona

donc 6= - (on a rejeté la solution négative)
. I+x
et lim 6 (h) = lim (1 +x0) - ,;_
h—0 h—0 JA+x)(1+xy+h) +(1+xg)
c)ona exl)wch_e;(o:h.exo+9h

ce qui conduit a :

eh—l

h
Etudions lim 6 (h):
h—> 0

Par applications successives de la régle de 'Hopital (cf I'excrcice 18 / ch IV).
On trouve

h
" don O()=-— Lo (e'l ]
¢ h 8\ Th

1
lim 6 (h)=

h—>0

dyonaf(x,+h)-f(x,)=hfxs+6h).
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or f(x,+0h)=

1
2 /x,+6h)

_ h
donc [/X,+h - /X, = ——=—x x,=0.
2/ x,+6h
. .
Dou: vh= ce qui donne @ = _\/22 [ |
2V 6h
4.16. |Démontrer Ics inégalités suivantes :
a) sinx < x six > 0.
b) log (1 + x) < x six > 0.
c) Arctg x < x six 2 0.
1
4 d) Arcsin X < —— si O0<x<1.
K J1-%
3
c) X <1gx ct X+?<lgx six e 10, /2

Solution

a) La fonction t — sint est continue sur [0, x] et dérivable sur ]O, x [ pour tout
x >0. Donc d'aprés le théoréme des Accroissements finis il existe ¢ € ]0, x [
tel que : Sinx = X COSC
or 0<cosc<1 d'ou sinx < x v x>0.
L'inégalité est évidemment satisfaite si x =0. ’
b) On applique le théoréme des Accroissements finis a la fonction
t— log (1 +t) surl'intervalle [0,x] ona:

X 1 s T g
log(1+x)=m<1or T_+—c<1 d'oi le résultat.

¢) En raisonnant de la méme maniére qu'en a) et b) il vient :

Arclg x =

< 1.

5 mais
l+c 1+c
d) méme démonstration que precédement.
e) En appliquant le théoréme de Accroissements finis a la fonction t — tgt sur

[0, x] puis & la fonction t— tgt- (1 + 3/3 Y sur [0, x]. -

4.17. |Démontrer quc: V (a,b)e R2 telsque O0<a<b ona:
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Solution
Lafonction > logt est définie, continue sur [a, b] pour tout {(a, b) € Rr2
tel que O<a<b etelle est dérivable sur Ja, b[.

Donc d'aprés le théoréme des Accroissements finis i existe ¢ € la, bl tel que :
logb-loga=(b-a).l/c

or a<c<b donc Ib<lfc<ifa.
Dog : D2-2 b b2
5 < log - < — |
4.18. Démontrer que : V (a, b) € RZ  vérifiant : 0<a<b<n/?2.Ona: 4
b-a b-a
< tgb-tga < > -
cos“a cos’b “
Solution
Le théoréme des Accroissements finis appliqué a la fonction t — tgt sur [a, b]
VbekR? : D<a<b<n/2
donne ; 1gb-tga= — olic € ]a, bl.
cs C
Mais la fonction cosinus est décroissante sur [0, T/2] donc :
cos?b < cos? ¢ < cosZa.
b-a b-a
Doi : < 1gb-1ga <
cos“a cos’ b |
4.19. | On considére la fonction définie sur R par f (x) = x - cos x .
1°) Montrer que 1'équation [x - cos x = 0] admet une solution x, dans /
/6, m/4]. /
Im/6 , md] - S w-2v12 1/
2°) Montrer qu'il existe c € J x5, 7/4 [ tel que : ___T =1{(). I
: m-4x,
Solution

1®) La fonction f est définie et continue sur l'intervalle

T 3| ® 2
nf6, mfdl et f(m/6) .f(ni)= [F - 4}[7 - \/T_J <0
Drapres le théroéme des valeurs intermédiaires, il existe une valeur x,, comprise
strictement entre 7/6 et n/4, telle que f(x,) = 0. Cest a dire x,, est solution de
I'équation [x - cos x = (.
29 f est définic, continue et dérivable sur R. En particulier elle est définie ¢t
continue sur  [x, , mM4] ct dérivable sur |x,, m/4[. Ainsi, elle vérific les
hypothéses du théoréme des accroissement finis .
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.. n
Do :  f(n/4y-f(x)= (74_ - xojf‘ (c)

_ i n n-2V2
Ce quise traduitpar: 3ce x,, [ @ ——— =f (9.
T -4x,
Ceci provient du fait que f(x,) =0 etque x, #n/4. n
4.20. | En utilisant la régle de 1'Hospital , calculer les limites :
2 2 i
)lim 1=K gy piy  1-cosx oy ) (Sm’;)
x>0 x' x - 0 X sinx x o w2 ®-2%)
Solution £ 1-cosx?
1) On applique la régle de I'Hospital au rapport 70 =— puisque les
X

fonctions f et g sont définies, continues et dérivables dans un voisinage de 0 et

£ (x) _ 2xsinx® _ sinx’

ona: = =
g () 4x° 2%
.2 2
. . 1-co 1
or lLim S _1 donc lim 4sx =
x> 028 2 x> 0 X
2 2 2
l-cosx® 1- . 1 - cosx 1
2) 3 == —L Donc lim 3 == (d'aprés a ).
X" sinx xt S x — 0 X sinx

3)Posons  f(x)=log (sinx) et g (x) = (T - 2x)2
f et g sont deux fonctions définies, continues et dérivables dans un voisinage de
n/2 etona:

f(x)=§_§; et g x)=-4(T - 2x).

f(x)_ -1 cosx

D'ou - =
g (x) 4sinx 5 _ox

qui conduit a une indétermination.

Une deuxiéme application de la régle de 'Hospital 2 €0SX  donne :

) COSX . -sinx 1 T - 2x
lim = lim — =
X > Tt/2"t'2x x— w2
. f 1 . fx) 1
D'ou lim , W _ 1 et par conséquent : lim —=-— B
g(x) 8 x)~ 8
X = 72 X > w2

http:/ / fribok.blogspot.com/



80

Fonctions dérivables

4.21.

En utilisant la réglc dc I'Hospital calculer les limites .
. log 1g7x . sh2x - sh’a ) 1 et -1
1) lim iog tg2x 2) lim — > 3lim  —- log
x> 0 x—ofn *-2 x— 0
Solution

1) Un calcul directe de la limite , montre qu'on a une indetcrmination.
f(x) _log(1g7x)
g(x) log(ig2x)
continues et dérivables sur tout intervalle de la forme Jo,a[etona:

_7(1+1g"7%) _2(1+1g°2x)
T g T X

Appliquons donc la régle de I'Hospital a

. fet g sont définics,

£ (x) et g (x)
£ (x)_7(+1g°Tx) 182x

800 5 47 ETX

donc qui conduit, encore , a une forme indéterminée.

Appliquons la régle de I'Hospital a Ig_zf . tg 2x et tg 7x vérifient les hypothéses
de I'Hospital eton a : 1g7x
2 2 2
lim :_g% = lim w ==
x>0 F x> 0 7 +1877x)
. 7(1 +tg27x) f (x)
orlim ————— = 5 Dou lim — =1
2(1 +1tg"2x) g (x)
x>0 f (%) x—> 0
Finalement : lim — =
g(x)
x>0 h? shx ¥
2) on suppose que a#0 (sinon lim 5_21 = lim (T) =1)
x -0 X x =0
Enposant f(x) = sh2x - sh2a ct g(x)= x2 - 32
on a f' (x) - 2shx chx et Lim f' x) - sh2’2a -
g(X)f()2x ‘5 q B a
Dob lim = =lm f®)_sh2a
x—)ag(x) x> a 8 & 2a
) 1 -1
3) Calculons : lim < log
x—> 0
et - fl(x)_xex-ex+l

Posons fl(x)=]og( ] et g, =x .Donc

g () x(-1)
. f, (x)
lim

x5 0 & X

et présente une forme indéterminée
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4.22.

4.23.

posons f, (x) = xe* - e¥ + 1 et gy (x) = x (¢* - 1) et appliquons une deuxidme fois
la regle de I'Hospital a f; (x)/ gy (%) : £ 0
f ) =xeX et gy ()=e*+xeX-1 et lim — onduit également 2
une forme indétérminée. x— 08 (x)
Une troisieéme application de 1a régle de I'Hospital donne :

permet de calculer :

f"2 x) . e’ +xe* 1
lim — = lim =
x—;0g2(X) x> 0 € +te +xe
cs i) 1
Dot : lim 0= 72
x>0} ]
Utilisant le développement de Mac laurin de la fonction f (x) = log (1 + x)
Déterminer la limite de la suite de terme généralU, = L12+ 1/3 +...+ (-1)“'1 1h
lorsque n tend vers +oo
Solution _
f (x)=(1+x)1 £ (x) = -1 (1 +x)2 " (x)=2 (1 +x)3

festde classe C®°sur ]-1,+o0[ et fV)=(-1)n1 (n-1! (1 +x)™. Ce qui nous

0 _ ™

n! n
Pourtoutx € ]-1, + oo [ :
x2 x3 xn xn+1
N -1 n
log (14X) =X - = + — +...+(-1D)"" —+ (-1) ————
2 3 n @+1) 1+
avec c=6x , 0€10,1[
pourx=1 ona: Ay 1
log2=U, +R, ot Ry=————— ; IR I<—=
& ntom (m+1)(1+ )" Ton+l
lim R,=0 Parconséquent: lim U,= log2 : [}
n — +co n— e
Etablir les inégalités suivantes :
<2 253 /
- L CXm ir x>0
a X <log (1+X) SX- >+ | poti
2 2 4
1-1(— <cosx<1—x—+§— our toutx € R
b- y seosx = oyt p
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Solution
a) La double inégalité est vérifiée si x = 0. Supposons x > )
La formule de Mac Laurin & I'ordre 2 appliquée a f (x} =log (1 + x) donne :
2 3

X
f=x-st————  , 80, 1|
2 3 +8x)
3 3
. X X
puisque x>0 ,oma: (¢ —— e ¢
31 +6x)7 3
<2 2.3
Finalement : x-— <log(l1+Xx) € X - =+ — our tout x > 0 .
3 77 P

b) Appiiquons la formule de Mac Laurin a la fonction cesinus :
2

X
cosx =1 -—2—c059]x

2 4
X
=1-—+ — ave¢ 87,6, €10,1
cosx = 1- =+ 5708 B, 1,62 €1 [
On déduit alors le résultar & partir des inégalités
2 2 4 4
,i<-i $8. x et X—CCSBX <L
2 577 73 34

. . * ) ; .
4.24, Soient x, € E,e € B, et f une fonction de classe C*+1 syr llintervalle
0 +

{x5- &, X+ €], telle que f (n+1) {xg)%0.

Montrer que le réel 6y, (h) défini par la formule de Taylor

Fxg+h)=1(xg) + 3 h T (xg) ot t‘“” )+—f(“)(a+he ()

( -1

vérifie : lim ¢ )= —-
h—-> 0 n+l

Solution
Ecrivons la formule de Taylor 2 Y'ordre au dessus

f‘“"” (a+ho

h h"
f(x0+h)=f(x0)+ﬁf(x0)+...+a—!f(")(x0)+ (h))

En comparant ces deux expressions on obtient :

n+1

(n+1)!

h" o h" o n
51 (xg + 10, (0) = = 1Vx,) + DG he, ., (h)

(n +1)’

Gy 4 hy 8- (r) = 2 £ D asna, | (h)
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4.25.

P(
P(x) =P(xq) +

Le théoréme des accroissements finis appliqué a £ entre Xg et xq + hey(h).
nous permet d'écrire :
£@) (x o +hOp(h)) - £ (xg) = ho, (h) £+D) (x g + hAB,(h))

£ (xo +h0__ ()

dod 0 h=—
nT Do L hAe (b))

Puisque f+1) (x ;) #0 et f@*D continue, f0+1) (xo+h0 (b)) et

£fn+1) (x + hAB(h)) sont non nuls pour h suffisamment proche de 0 et tendent

vers f(n+1) (xg) quand h tend vers 0. n
Ce qui montre le résultat.

Soit P un polyndme de degré n et x,, un réel. Développer suivant les puissances

de (x - xg) le polynéme P.

Solution

La fonction polyndéme P est indéfiniment dérivable sur R.
Appelons P&K) sa dérivée kitme, Le développement de Taylor a l'ordre de P(x) au
voisinage de x, est donné par :

X0) P"(xo) P“"(x ) Pe1c)

2 n_ n+1
. (x-xg)+ 31 (X-Xp) +... + (x-xp)" + W(x—xo)
or P® =0 si k> n. Ainsi le développement recherche est le suivant :
P (x ) P(")(x )
PX)=P(xp)+ — (x-Xg)+...+ (x - xg)" =
4.26. |Développer le polyndme P(x) = x4 - 5x3 + 5x2 + x + 2 suivant les puissances
de (x-2)
Solution
Px) = x*-53+5x2+x+2 - PQ) =0
P(x) =4x3-15x2+10x +1 > P@)=-7
P'(x) = 12x2-30x + 10 - P'Q)=-2
P"(x) =124x-30 - P"2)=18
PMx =24 o P#2) =24
PONx) =0
On applique alors la formule de Taylor avec reste de Lagrange, alordre 4:
1
2 2 2 X - 2 (x 2)
P(x)=PQ2)+ (x Vb )+ x-2)" P"(2)+ (x i P (2)+ -2 P(4)(2) P(5>( )
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Orpourtout xe R P(s)(x) =0 , donc , aprés simplifications :
P =-7(x-2)-(x-22+3(x-2°+(x-2% ]

4.27. |Uilisant fa formule de Taylor a l'ordre 2, donner une valeur approchée de cos63°.
Estimer Perreur due a cette approximation.

Solution
La formule de Taylor 4 l'ordre 2 au voisinage de X est :

sinx, COSXq 5 sinc 3
COSX = COSKg - — (x - xy) -T(x - Xp) +?—(x - Xg)

ol ¢=X,+0(X-x5) avec B¢ 0,1

En posant  x = 63° Xg = 60°.
L.a formuie ci-dessus n'ejst valable que si x ¢t X, sonl cxprimés en radian,
s non
x0_§ x_?+6_ﬁ'AmSl
2
63° T n T T T T cosT3
cos 63°=cos | -+ o —cos?féasm?—g 3 +€
3
T
awe  E= sin c.
6.60°
Finalement cos 63° =0, 45399 ol l'erreur d’'approximation en valeur absolug est
lel < 2,510 |
4.28. Donner une valeur approchée de e a 107 prés, sachant que e < 3.
Solution
La formule de Mac Laurin appliquéc a la fonction [ (x) =¢*
2 n n+1
X _ X X X ox i
e _}+X+E+'"+H+(nTl)_!C avec 9”e 10, 1]

car fK)=¢* enparticulier K} (0) =1 pour tout k € N*.

pourx = 1, 1 1 o8
e:1+1+§'.7+'"+r'1_!+f—‘—n+1)?
9
Posons anwf% ona: IR | < ¢ < !
(n+ 1) o @+ D! " (n+ 1)
3 3 -5,
Or §=7,4 10-3 et m:0, 8210 7 il faul donc prendre n = & pour

avoir IR, | < 103, on a alors :

8
1. , L s
o= 2, i soit ¢= 271828 avec une erreur inféricarc a 10
k=05

]
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5.1

FONCTIONS USUELLES

Démontrer les égalités
1) Arc sinx + Arc cosx = /2 Yxe [-1,1].

2) Arc sinx + Arcsin v 1X°=n2 Y xe [0,1].

Solution

1) 1€r¢ méthode: ‘

pour tout x € [-1,1], posons ; a = Arcsinx ¢t § = Arc cosx.

Par définition : e [-7/2, /2 et B e [0, ) done (/2 - B) € [-T/2, /2]
Ona: sina = x et sin (/2 - B} = cosP = x.

D'oir sing = sin (7/2 - B).
. . e - N
Or la fonction sinus ¢st une bijection de [,.2_, 7] sur [-1,1]

donc a=7/2-B. Cestadire o+[=m/2

et par suite : Arc sinx + Arc cosx = /2,

2éme méthode:

Considérons la fonction définie sur [-1, 1] par : f(x) = Arc sinx + Arc cosx.

1 -1
f est dérivable sur )-1, I{ et " (x)= + =0.

\./l-x2 v l-x2

Donc f est constante sur ]-1, 1[. En prenant x = (. On wrouve la cor stanle égale a
/2. Et par continuilé : f-Dh=f(1)=nr/2. Dol :

Vxel-1,1] f (x) = Arc sinx + Arc cosx = T/2,

2) Fn utilisant 1a 2éme méthode :

soil  {(x} = Arc sinx + Arc sin J/ 1 - x*
f cst définie sur [-1, Pl et dérivable sur -1, 1{ ctona:
1

1 -2 1 - X
+ R = +
VARV AIINE s S S S

fxy=
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5.2

Pour x € [0, 1[ f (x) =0, donc f est constante sur [0, 1[ . En prenant x =0
on trouve la constante égale a /2. Et par continuit¢ (1) = /2 .
Dou: Vxe [0,1] Arcsinx + Arc sin / 1-x%> = /2.

|
Exercices proposés :
Démontrer les égalités :
1) Vxe R*, Arc 1gx + Arc tgl/x = /2. Que peut-on dire pour x < 0 ?
2)VxeR sin Arc tgx =
1+ X
JHVvxeR cos Arc tgx =
1+x°
Simplifier les expressions suivantes :
1-
1) A(x) = Arc cos (1-2x2) 2)B(x)= Arctg | ﬁ’%

Solution

1) A(x) est définie sur [-1, 1]. On vérifie facilement que :
[-1€1-2x2<1] o xe [-1, 1].

Posons alors x = sina. pour ¢ € [-7/2, 7/2]. Ce qui donne :
1-2x2 = (1 - sin20) - sin20 = cos2a - sin2q = cos2a

d'ot A (x) = Arc cos(cos2a).

Par suite AKX) =20 si o e [0, t/2].
et Ax) = -2a si ae [-m/2, 0l
Comme o = Arc sinx , on obtient :
Arc cos (1 - 2x2) =2 Arc sinx si xe [0, 1].

= - 2 Arc sinx si xe [-1,0].

Expression qu'on peut simplifier encore en écrivant :
Arc cos (1 - 2x2) =2 | Arcsinx!  pourtoutx € [-1, 1].

2) B(x) est définie sur ]-1, 1].
La racine étant positive, posons

TTx- 89 avec Qe [0,7/2]

1-
[g;p=cos2xp
1+1g879

Ce qui donne , aprés simplifications : x=

http:/ / fribok.blogspot.com/



Fonctions usuelles - 87

3.3

Comme ¢ € [0,%/2[ , 2¢ € [0, ®l. La fonction cosinus étant une bijection de

[0, M sur[-1,1], ona: @=1/2 Arc cosx.

Finalement pour tout x€ ]-1,1] : Arcig 11_+§- =1/2 Arccosx. H
/ - :

Exercices proposés :

Simplifier les expressions suivantes : 1.x2
1) Ay (%) = Arc sin (2sinx cosx) 2) As(x) = Arccos

1+x2

: 1-cos
3 Az ()= Arctg(/ 14x% - x) 4 A0 = Arcig /TWW);'

Résoudre I'équation :
Are sin2x - Arc sin x/ 3 = Arc sinx,

Solution
On peut reéerire cette équation sous [a forme;

Arcsin2x = Arc sinx /3 + Arcsinx 1)

Cette équation est définie pour x € [-1/2, 1/2). D'autre part, nous savons que pour
toutte [-1,1]:  cos (Arc sint) /142

(puisque Arc sint € [ -7/2 , /2] donc son cosinus est positif).

Maintenant, en prenant le sinus des deux membres dans 1'équation (1) , il vient:

2x=x\/§.\ﬁ-x2+x 1-3% . 2)

x =0 estévidemmeni solution de F'équation {2).
Pour x # 0, 'équation (2) devient :

2=/3 32 +/1-3%% doi 2-v3-3% =/ 1-33.

En élevant au carré les 2 membres et aprés simpliffication on trouve:
ﬁ =J1-x
2
En élevant de nouveau au carré et aprés simplification on trouve :
_ x2=1/4. Cequidonne x== 1/2.
Finalement I'ensemble des solutionsest: S ={-1/2,0,1/2 }.

Exercices proposés .

1) 2 A (/ 14x% -x) + Arc 1gx = /2
2)  Arcig(x-1)+ Arc tg(x+1) =T/2 - Arc 1gx
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54

3.5

Discuter suivant les valeurs des réels a, b | ¢, l'existence de solutions de
l'équation : a cosx + b sinx = . (1)

Solution
Si a=b=0T1équation se réduita (0 =c quiadmet Rou @ pour ensemble de

solutions.
Supposons donc que a#0 ou b0

a b c
et y=

L'équation (1) devient : « . cosx + [ sinx =y @)
Avec o+ B2 =1
Il existe donc By € [0, 27] tel que o = sin 8y et B =cos 6.
L'équation (2) devient :

sin (X + 05} = Y. (3)
ler cas : si |y [>1 TI'équation (3) n'admet pas de solution : S =@.

2¢éme cas: si |y I<=1, ilexiste ©p€ [0, 2R[ telque: 7y =sinB;.

Et par conséquent I'éguation (3) devient : sin (x + Bp) = sin 0.
Ce qui donne x+0,=0, + 2kn ke Z
o x+9,=1m-8,+2kn

ke Z. =

Et par suite : x=(8, -0,)+2kn
ou x=1t-(91+90)+2k‘.lt.

Exercices proposés:
Résoudre les équations :

1) /3 cosx - sinx=1
2) sinx-cosx=1

Discuter suivant les valeurs des réels a, b, ¢, l'existence de solutions de
I'équation achx+bshx=c (1).

Solution

D'abord si  a=b=40, I'équation se réduit 0= ¢ qui admet R ou @ pour
ensemble de solutions.

Supposons donc que a =0 ou b= 0. Nous allons distinguer 3 cas possibles :

L ]
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5.6

Tercas :silal=1b1#0.
En simplifiant par 1a |, I'équation (1) devient :
chxtshx=c¢ .ouencore ef¥=¢ ol e=z%1
Cette derniére équation admet une solution unique si ¢' > 0 et n'admet pas de

solution si ¢' < Q.
2éme cas si lal>1bl

a b C
—-—,Bz——e[’yz_—“—.—_
v & -b? a’ - b’ v at - b

L'équation (1) devient : o chx + B shx =y, (2)

Posons o=

avec ~ al-p2=1,

Ainsi, le point M (o, §) appartient & I'hyperbole équilatére d'équation X2-Y2 = 1.
Denc il existe x5, € R tel que: o = chxg et B = shxg.

Par suite, I'équaticn (2) devient: c¢h (x + xg)=7. (3)
S$i y<1 Uléquation (3) n'admet pas de solution.

5i vy =1 I'équation (3) admet une solution unique : x = -xg.

§i vy > 1 I'équation (3) admet deux solutions puisqu'il exisie x; € B tel que :

chxy=vy.
Par conséquent I'équation (3) s'écrit : ch (X + xp) = chxy.
Done : { X+ X=X dob A { X=X -Xg
Ou X+ Xy = - X ou X =-Xp-Xg
3éme cas :silbl>lal
p = a B= b ot y= c
. VASE a ’ VAT . Jbi- a’
L'équation (1) devient : Bshx + o chx = y. n
Avec B2-a2=1.
Tl existe xge R tel que: B =chxg et o= shxg.
Par suite I'équation (2') devient :  sh (x + xg) =Y. (3)

Or lafonction sh est une bijection de R sur R, donc peour tout o € R,
il existe un unique rée! x; telque: shx;=v.
Par conséquent 'équation (3) admet une solution unique : X = Xj - Xo |

Exercice proposé :
Résoudre I'équation : 3 chx + 2shx = 4,

Résoudre le sysiéme : {Arg shy = 2 Arg shx

Arg chy = 3 Argchx
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5.7

Solution

Le systéme est défini sur D = [1, oo [ x [ 1, +oof.
o /12
En utilisant les formules : sh2t = 2sht cht et cht =V sh't+1

et en prenant le sh des deux membres, la premi¢re équation du systeéme devient :

y:2x\/x2+1 (1)

Puis en calculant ch3t en fonction de cht uniquement, on trouve : ch3t = 4ch3t - 3cht
Ce qui donne, en prenant le ch des deux membres de la seconde équation :

y = 4)(3 - 3X (2)
Les relations (1).et (2) entrainent :

2xvV x2+1=4x3—3x (E)

On cherche alors les solutions de (E) pour des x = 1. (donc x # 0). ce qui donne :
2x/ X +1= 4x*-3  ouencore : 16x4 - 28x2 + 5= 0.
En posant x2=X il sen suit:

7+ /29 7-V29

1 = _—8"— ou Xz = 8
Seule la racine supérieure a 1 convient . c'est a dire :
2 T+V29 _ [ T+/29
x"=——7— Ouencore x= [ —5—

Par conséquent :

AR wE)

X
Soit f la fonction définie sur ]0,1[ par : f(x) = K (x-1). log (1—);)

a) f est- elle prolongeable par continuité a l'intervalle [0, 1] ?
b) Si oui, étudier les tangentes a 1a courbe de la fonction prolongée enOcten 1.

Solution

lim {(x) =lim (x - 1) . [ x2logx - x2.log(1 - x) ] = 0.

x> 0+t x> 0t

lim f(x) =lim x2 [ (x - Dlogx + (1 - x) log (1 - x) ] = 0.

x = 1- x = 1-

Donc f est prolongeable par continuité aux points O et 1 en posant : f(0) = f(1) = 0.
Etude des tangentes :

lim  fx)-f(0) =lim  x (x-1)log % =0
x = 0t x-0 X — 0+ :
- X
ct llm w = hm X2 l()g(—*jz - 00
X -1 1-x
x = 1- x— 1°
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5.8

59

Par conséquent la courbe admet une demi tangente horizontale & droite de 0 et une
demi-tangente verticale dirigée vers le haut, & gauche de 1.

x? fogx

x2-1

Soit la fonction définie sur R*  \ {1) par: f{x)=
a) f est- elle prolongeable par continuité au point 1 ?
b) St oui , la fonction prolongée, notée £, est - elle dérivable au point 1 ?

Solution 2 losl .
a) lim f(x) = lim {" ],[‘Og’“ o8 )=_
1 x-1 2

x—=1 X — 1

Donc f est prolongeable par continuité au point 1 en posant f (1) = 1/2.
b) x est au voisinage de 1 donc onpose x=1+h.

f(1l+m-£()_ 1 [(1+h)210g(1+h)_i]
h bl on+nd 2
_2(1+2h+h*) log(1 +h)- (2h +h?)
B %h (2h+h?)

Un développement limité de log(1 + h) au veisinage de 0, a I'ordre 2 donne, aprés
simplifications :

f(1+h)-f(1) 1+eh)
h T 22 +h)
Donc f est dérivableen 1etf'(1) =1/4 . L

qui tend vers 1/4 quand h — 0.

Déterminer les asymptdtes éventuelles 4 la courbe, au voisinage de linfini, de

1a fonction définie par fx)= 3 xP+3x+2

On précisera la position de la courbe par rapport & ces asymptotes.

Solution
On effectue le changement de variable t= 1/x.

i 2 1
feo=x.> [1+Z+5 =T.(1+312+213)”3.
X x

t tend vers O lorsque x tend vers l'infini donc (32 + 2t3) — 0.
On fait ators un développement limité au voisinage de 04 l'ordre 1 de £ (x) ¢

(o= [1+13 32+ 2%+ 32 +20) 8, (v 1.
=1/ (1+12+2E)=1/t+1t+1E€ Q).
=x+ I/x+ 1/x & {1/x).
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5.10

5.11

Ainsi la droite d'équation y = x est asymptote 2 la courbe vers + o et vers - oo,

La position de la courbe est précisée par le terme 1/x. Donc :

» Au voisinage de + o= , la courbe est située au dessus de 'asymptote .

. Au voisinage de - <o |, la courbe est en dessous. [ |
Determiner les asympidies éventuelles a la courbe au voisinage de l'infini
de la fonction définie par :
f=c™ . Sx(x+2)
On précisera la position de la courbe par rapport aux asympties.
Solution:

On effectue le changement de variable 1= 1/x.

t
_ wm [ 2 e 172
fx)=1Ixle 1+x -_“‘.(1+21)

On fait alors un développement limité de ceite expression, a Pordre 2 au voisinage
de0: 1 [2 2 12 2

f(x)= ik (l+t+ 5 +Ce M) (1 +1t- T+1 el(l)).
1 2.2 N
I—-l.(1+2t+t+lE([)) ol £{(t) —» 0

t— 0

+ At voisinage de +eo ;
1 1 1 1
f(x)=T+2+Ht€m—x+2+Y+_f8(7)

La droite d'équation y =x+ 2 est asymptdte & la courbe vers + oo,

La position de 1a courbe est précisée par le terme 3/2x, donc la courbe est située au
dessus de¢ l'asympidie vers +oo.

. Au voisinage de -w.

-1 1 1
fO0= 7 - 241U+ 1E@ = -x -2+ —+ £ (1K)

La droite d'équation y = -x - 2 est asymptdie & la courbe vers - co.

La position de la courbe est précisé par le terme — | donc la courbe est situde

Ix|
au dessus de l'asympltdtc vers e,

Etudier le sens de variation de 1a fonction définie par :
cos2x +1
fGo= 2ecosx- 1
Tracer sa courbe représentative dans un repére orthonormé,
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Solution
1) Domaine de définition : Soit xe R,
xe Dy & cosx # 1/2 = x # T3 + 2kT

Doi Df=R\(2N/34+2kn /keZ}
2) f est périodique de période 27 donc on réduit le domaine d'étude a un intervalle

de longucur 27 : [-t, 7]~ Dg 7
D'autre part T est une fonction paire donc on réduit encore le domaine d'étude 2
Do=[0,M] "Dy = [0, m/3[ v In/3, ]
3) f est définie et contimue en tout peint de son domaine de définition eton a:
lin f(x) =+ = et lim f(x) = - oo,
x = w3 x — mf3T

4) festdérivable sur son domaine de définition et on a aprés simplification :
2.5in2x {1 - cosx}

feo= 2cosx - 1
f'x)=0 ¢t xe Dy < sin2x=0 ou cosx=1,
= x=0 ou xmW2 ou x=T.
Ce qui conduit au tableau de variations suivant :
5)
X 0 /3 T2 T
I
£'(x) 0 + + 0 - 0
|
+oo 0
2 oo =213

w A
P 8
g.
¥
—
I

wa Ea N
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5.12 Etudier le sens de variation de 1a fonction définie par :

f(x)=Arcsm(2xJ/ 1 - xz)

Tracer sa courbe représentative dans un repére orthonormé. (On précisera les
tangenies aux points remarquables),

Solution
1) Domaine de définition . Soit x € R

xeDf o [-1gx<1) et [-122x J/1-x)< 1],
Or, on remarque que la fonction [ est impaire, donc il suffit de chercher I'ensemble
des x € [0, 1] vérifiant la condition :

0s2x/ 1-x% <1 soit 4x*(1-xH)< 1,
Ce qui donne -(2x2-1)<0.

Condition réalisée pour tout x € {0, 1], Parsuite Dr=[-1, 1]
2) festimpaire, donc on réduit le domaine d'étude 3 [0, 1].
On compleétera la construction de la courbe par syméurie par rapport 2 Forigine O.
3) f est définie et continue sur [-1, 1]. Elle ¢st dérivable en tout point
x € [-1, 1] vérifiant les conditions :

1-x220 et 2x¢ 1-x% #x1,
Ainsi le domaine de dérivabilité de fest ;

-1 1 1
oG EA A
‘ V2 V2 L 2
Calcul de la dérivée, pour tout x & Df ona:

f(x)=

V1-dx*(1-x

2(1-2x}

|1-2x2|.m

fx)=

Simplifions cetle cxpression :

Pour x € } 1 ! [ .f'() 2
. -1, — Xl = .
V2 oV 1x*
donc f(x)=-2 Arcsinx + k et par continuilé de f, en prenant x = -1,
ontrouve k=-7 donc f(x)=-T-2 Arc sinx.
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LPour x e }

I

1 2
, t— M{x)=
< A Jl—x2

donc  I(x})=2 Arcsinx (k =0cn prenant x = ).

1 -2
. Pour x € J— 1[ f(x) =
\/5 Vv 1x?

dong [{x)=T-2Arcsinx (k=T,coprenantx=1).

4) Tablcau de variations :

e MR VAN

/2

0 0

5) Lafonction £ admet des limites linies & droite et A gauche aux points +—

V2
donc { est dérivable 4 droite et & gauche aux points T— etona:
V2
1 1
Fg[———)=2vfi elf}[——»}=-2vfi
vg) V2
Pour x e ]_1_1{ f(x)=1 -2 Arc sinx.
/2

La fonclion x — Arc sinx n'est pas dérivable aux points + 1, et sa courbe admel
des demi-langentes verticales en ces points. Il en est de méme pour la fonction f.

+ 2%

(1-x3/ 1l

La dérivée scconde s'annule au point O en changeant de signe donc c'est un point
d'inflexion de Ia courbe

6)Pourtout xe D f'(x)=
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T2y
11
a P O I 4’
1 _L 1 1 X
2 2
.
51

5.13 |Etudier le scns de variation de la fonction définic par :
1
[{x)= = Argshx

Tracer sa courbe représentative dans un repére orthonormé, (On ne demande
pas le calcul d'eventuets points d'inflexion)

Solution

1) Le domaine de définition de fest @ Dp=1x-.

2} Lafonction £ est paire puisque la fonction Argshx est impaire.
Donc on réduit Ie domaine d'étude a lintervalle Do =10, +oe |,

3) { est définic et continue en tout point de son domaine de définition ctona:
lim £ () = lim  SShx - Argshth
x>0 x>0 x-0
Aingi la fonction { peut ¢ue prolongée par continuilé au point ) en posant , par
définition (0)=1. ’
Pour calculer la limile de 1 {x) pour x au voisinage de +eo, on effectue
le changenient de variable  x = shy . Puisque la fonction sh est une bijection
de ®sur’Xx ctona :

| x=shy &  y=Argshx | d'ol:
imf () = im0 =lim L g
1 = = ]l e = |
shy (shy)ly
X — +oo Yy — +oo Y ot

Ceci provient du fait que Lim (shy)fy = +eo

Yy — +oo
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Par conséquent la fonction f admet Y'axe Ox pour asymptote horizontale au
voisinage de + oo (etde - o),
4) fest dérivable en tout point de son domaine de définitionetona:

00 1 L SN ox)
X)= — . ———"-— Argshx = —.
2 2
VIS X
X
ol ¢ (x) = ————- Argshx..
x2+1

Afin de déterminer le signe de £(x) , nous allons faire une étude succincte de la
fonction (auxiliaire) .

D(p =R . @ estune fonction impaire . @ est définie, continue et dérivable sur tout

Ret ona:

2

-X
Ox)=——————==<0 et [ ' x)=0 ¢ x=0].
(x2+1)\/ X+ 1

lim @ (x) =-= et ¢ (0)=0. D'ou le tableau de variations de ¢:

X = +eo
b 0 + oo
¢ | O -
0
¢ (x) | \
| . T

Ce qui montre que : V x € 10, +oo [ f(x)<O0.
5) Etude du comportement de f au voisinage de 0. Cela revient & étudier la
dérivabilité de la fonction prolongée en 0. Calculons :
f(x)-1
im 2 i
x-0
x = 0+ x> 0 X
Pour cela, effectuons le développement limité de la fonction Argsh au voisinage de 0
alordre3ona:

Argshx - x

1 _ 1 f
:(1+x2)1/2 = 1-=x*+x’¢ (x).
2 2 0
1+x
1
donc : Argshx=x-€x3+x3 g, (x)
. Argshx - x 1
par suite : ——g—2—=—gx+xsl(X) - 0.
X x— 0
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Ce qui montre que la fonclion prolongée est dérivable en 0 et a pour nombre dérivé
" =0.

Remarque :
L'atlure de la courbe montre l'existence de 2 points d'inflexions .

4

1

5.14 | Ewdier le sens de variation de 1a fonction définie par :
3
Foo= [ ——
X

—_

Tracer sa courbe représeniauve dans un repere othonrmé. (on précisera les
tengentes aux points remarquables).

Solution
17y Le domaine de définition de fest Dg=]-00 , 0] W] 1,+es [
2°) D¢ n'étant pas symétrique, £ n'est ni paire ni impaire. Elle n'cst pas périodique.
3°) fest définie ¢t conlinue en tout point de son domaine de délinilion
clona: hmf(x) =+ = limf (x)

X —3 + oo X — - oo
et limf{x) =0 =f{0) el lim £ (x} = + oo
x — x - 17
Donc la droite d'équation x =1 cst aympiote verticale & la courbe.
4%y fest dérivable cntout point de D= -9, O [\ ] 1, + oo [ et pourtoul x € Dy
ot fpoe < x-3) _ VX1 (2x-3)
2(x~1)2. _\l 200x-11/Ix -1
X -1
Amsi {'x)=0 o x =372
et f x>0 & xe |32+
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Remarquons que £ (x) admet une limite finie (égale a 0) au point 0, donc £ est
dérivable 2 gauche en 0. Ce qui nous donne :

5%) Tableau de variations :

X | - 0 1 3/2 + o0

7
f(x) \ . / \~ 2.,6/

X
6°) Etude des branches infinies : Comme f (x) = IxI. / To] -ona:

i ) O

X -oa X — oo

£ (%) . 0

+1

m Au voisinage de + o, ona: f(x)—x=x[ x_)f_l-ljl

Onpose t= l et on effectue un développement limité au voisinage de t= 0,
X

2 l'ordre 1 de cette expression. Ce qui donne :

1

1 2 1
f(x)—x=-t—|:(1—_t-) - 1]: — [+ rree @) -1]

171 1
=T|:7t+tal (v ]=5+sl(t).

Doti limff(x)-x] = lim [~»+ () ]=
X — +eo t—> 0 1
Aingi, la droite d'équation y =x+ 5 est aysmptote oblique 2 la courbr au

voisinage de + oo, X
= Au voisinage de - oo, on a f(x)+x=-x(/;_—1-1}

don Lim [ f(x)+x ] = _;_

7 \

X 9 - oo

Ainsi, la droite d'équation y=-x - 5 est asymptote oblique  la courbe au
voisinage de - oo,
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vA
11
21
\
\\\
- 1-1-
1 L 0 1 3
2 2

5.15 Etudier le sens de variation et tracer la courbe représentative dc la fonction

definie par: (0= < -3x

On préciscra Ics tangenies aux points remarquables ct 1a position de la courbe
par rapport aux asymptotes ¢ventuctles.

Solution
19y Dy=R [estdCflinic et continue sur toat R.
2°}  étant impaire, on réduil le domgine détude "a l'intervalle 1=[0, + e[ .
On complétera 1a construction de la courbe par symétrie par
rapport a I' origine 0. -
3°) les limites aux bornes ;. Im{ )= =0 ¢ Hml{{x}=+co
§ x — OF X o + oo
4%y La dérivée : La lonction [ est dérivable en tout point de Dy ot fx20.
Dornc le domaine de dérivablité de fest: D' =% - { VAR IRVEIRE
- 1 2 3 273 x4
ctona: | (x)=?(3x 3 -3 e
: OV 3 )
On cn déduit le wblean de variation suivant
5%y
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6°) Etude des tangenies aux points remarquables :

f(x)-f(0 3

a) im M: ]1[-[13 1-— =-00
x-0 2
X—=0 =0 X

La courbe admet une tangente verticale au point d'abscisse 0.
fx)-f(/3 3
D B3 am (O s e ‘/} =
o3 X- \/i"; x> V3 (x - \/5}

(=51

La courbe admet une tangente verticale au point d'abscisse /3  (ainsi qu'au point
d'abscisse - /3 , par symtrie).
7°} Recherche des branches infinics. Pour cela, calculons :

f 3
lim fo lim 3 1-= =1
X~ +oo X =+ oo X

Pour calculer Ia limite de { f (x) - x] lorsque x tend vers + oo, cherchons le développe
- ment limit€ de cette expression au voisinage de + oo . Gna:

f(x)=4&=){3 /132 1}
X

Enposant (= — on cherche le développement limité A Pordre | de 'expression
X

entre crochets qui devient :
1
(1-0”3-1:1-_34“.3(0-1
1
=-—t+t.€£() ol limem=0
3
1= 9
1 s'en suit que :
’ 1 3 37 1 3 3
f(x)-x:x[——+ﬁ.E(?)}—-%4——)(—.8(—2)

2772
x° x x X

Dod lim [f(x}-x]=0

X —3 oo
Par conséquent, 1a droite d'équation  y=x  est asymptetre (oblique) a la courbe
vers + oo et Vers - «. De plus, la position de la courbe par rapport 4 l'asymptole ¢st

préciséz par le signe de [ {(x) - x], c'est-d-dire de [ —X—} au voisinage de l'infint
Ainsi :

- Pour x au voisinage de + o, la courbe est située en dessous de Fasymptote.
- Pour x au voisinage de - =, la courbe est située au dessus de 'asymptolc.
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5.16 | Etudier le sens de variation de la donction définie par

X+1
f(x):x__-T, LoglIx!

Tracer sa courbe représentative dans une repére orthonrmé, [Log désigne le
Logarithme néperien].

Solution
19) fest définie sur Dp=R \{0;1}=]-00,0f0]10,1[W]],+e=][
2°) D¢ n'étant pas symétriquee, { n'est ni paire ni impaire.
3°) f est composée de fonctions continues donc f est continue en tout point de
chacun de ses intervalles de définition et on :
lim f (x} =+ donc la droite d'équation  x =0 (c'est-b-dire l'axe Oy)
x—= 0
cst asymptote verticale a la courbe,
Loglxl-LogIIi'} )

Iimf (x) = lim (x+1).[ T

=1 x=1
Ainsi f peut étre prolongée par continuité au point 1 en posant, f (1} = 2.
DYautre part  lim f (x} = + v = lim { (x)
X — + o0 X — - oo
4°) f est dérivable en tout point de Dp =R\ {0, 1} etona:

cos [ -+ D) x+1y 1 _ o (x)
f (X)—[W:ﬁ.[pg|x|+(x )-X_

X -1

X

o @x = S2Llegixld
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Ainsi, le signe de la dérivée est celui de la fonction auxiliaire ¢, dont on va faire une

étude succincte. @ est définie, continue et dérivable surR*etona:
Lo el 2 xP2xel (-1
¢ )= - ) 2 T2
X X X

Cette quantité étant positive pour tout x € R*, on en déduit le tableau de variation
suivant, sachant que ¢ (- 1})=0=¢ (1).

T |

‘ X |-ee -1 0 1 + oo
¢ (x) + 1
| |- -
0 ®) 0/7 : 0/
-~ o0 / | i- OO //I 1
i
Ainst, @ (x}=0 = x=-1 ou x=+1
¢ (x)>0 &> xe l-1,0{u]ll, +e]
¢ (x)<0 == xe -, 1{u]0, 1.
5°) Par conséquent, on a le tableau de variation de la fonction prolongée :
X - o0 -1 0 1 + oo
..... DR E : .
[ () . 0 + -0 4
[ |‘
+ o0 + o0 !‘{+oo ‘ + =

=

6°) Chercher les demi-tangentes  la courbe au point 1, revient a éiudier la dériva-
bilitée de la fonction prolongée au point 1, donc a calculer :
{ -2 f(l+h)-2 1Th+2
lim (x) =1lim LH—)-»=ljm —[—.Log(l+h)-2].
x-1 h h h
X =1 h— 0 h—10

Le développement limité de la fonction h — Log (1 + h), au voisinage de D,
aTordre 3, donne :

2 3
Log(l+h)=h~-§++j—+h3£(h)
2 3
h+2 h
l—h#.Log(1+h)=2+€+T+h3£(h) ol £(h) =0
h— 0
2
; b
02y [20 em)-o
I 673
h =0 h— 0
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Par conséquent, la courbe de la fonction prolongée, admet une tangente horizontale
au point 1,
7°) Etude des branches infinies :
f 1 Ix1
im X gy, xrD Loglxl_,
x-1 X

%= koo X =+ foe

Comme lim f (x) - Ox = + oo, la courbe admet une direction asymptotique d'axe Ox,
X =t
VEIS + 00 8L VOIS - 0o,

Ay

5.17

Etudier le sens de variation de la fonction définie par :

X2 x -
f(x) = X—-l— <

- —
Tracer sa courbe représentative dans un repére orthogonal (o, i, j)

- - N
tel que lill=2em et Il jk=0,5¢cm
On précisera la position de 1a courbe par rapport aux asymptotes éventuellcs,

Solution
I)Dp=RN{0; 1} =1-00,0[U]O;1[U]l:i4e],
Dy n'est pas symetrique done f n'cst ni paire ni impaire.
2°) f est composée de fonctions continues done elle est continue sur chacun de scs
intervalles de définition . Calculons les limites aux bornes
lims £ (x) = - o et limf{x)=+e

X~ - oo X — e
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Imf{x)=0 mais  lim {(x) = - oo
x = x - 0F
Ainsi f peut &ue prolongée par continuité a gauche sculement au point (0 en posant
f{0) = 0, mais elle n'est pas prolongeable par continuité en ( car sa limilc a droite
n'est pas finic.
lim f(x) =- o0 et lim f {(x) =+
x = 17 x - 1t
Par conséquent, les droites d'équation  x=0 et x =1 sontdcs asymptotes
verticales 4 la courbe.

3°) f est dérivable ¢n tout point od elle définic, Donc son domaine de dérivabilité

est Dp =Dy clona:
oix+l 1k
€

(x- 1)*
Aijnsi, la fonction dérivée a ic méme signe que le trindme x2 23x+1 qui
s'annule pour les valeurs ;

=3-/§ 3+5

()=

X =~ =0.38 e xp= ey = 2,62
On en déduit, alors, le 1ablcau de variations suivant :
|
X - 00 0 X1 1 X9 + o0 \
T | T
£ (x) + \ + 0 - - 0 + \
i [ ) ‘r
0 = (-3,19) oo | + oo
| | | |
| - OO J ] - 00 = 521 .._I

5% Rechcrche de la demi-tangente (3 gauche) en 0:

) fx)-0 x A
im g~ = Im ¢
X0 X—~+0

Donc, on a une demi-tangente horizontale 4 gauche au point 0.
6°) Recherche des branches infinics. Pour cela calculons :

fw x 1
im —— = |m —'—'-]-e =1
X— % oo X— Foo X-
x 1k
Ona f(x)-x:x[me -1]

1 . T ' .
Posons (= — et cherchons le développement limité & l'ordre 2 de l'expression
X

entre crochets au voisinge de I'infini ; On a :
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x 1 1 /X 1 t
me -1=—1.e "l=ﬁ c -1
-5
ol t est au voisinage de 0 . On sait que :
t ¢, 1 2. 2
€=1+l+§—!+t Eo(t) et ﬁ=1+t+1 + 1 Sl(l)

ol £y et £ sontdeux fonctions qui iendent vers 0 quant t —» 0.

t
c 5
Donc 1—=]+2[+—[2+[2€(l) oi e —=0
-1 ) 2
]
1
s c 5
D'ol i . IR
T 1 21+2.t+182(t)
En revenant & la variable x, cela donne :
x ik o2 5 .
—C -1 =—+—-—2+7gz(x) , CL par sutle :
x- Xoxt oy
; _r2 5 ISR R
(X)-X—K‘:Y‘Fz?ﬂ'x—zez(x)}— +§‘;+?E2(T)
Ce qui entraing ; im [{f(x})-(x+2)]=0
X — toeo

Par conséquent, la droile d'équation  y =x+ 2 cstasymptote (oblique} & la courbe
vers + oo el vers - eo. De plus, la position de la courbe par rapport & lasympiotr est

précisée par le signe de | £ (x) - (x + 2)], ¢'est-a-dire dc[._f_J au voisinge de l'infini,
Ainsi: -

- pour X au voisinage de + e, la courbe est située au dessus de Fasyimptote,

- pour x au veisinage de - oo, 1a courbe est située en dessous de Pasymplole.

Remarque : On pourrait calculer la limite de Fexpression | £ (x) - x] sans utiliser
les développements limités. En effet, sin on elfectue le changement de variable
t=1/x,ona:

t !
i 0~ x] = i l{e | y I(e +1—11
m (X)- x| = um _— | — - = lim —_ ——
X = e L Al + lk bty
L— 0 t— 0
L 1
) 1 |€ +1-1 €+|—]W
= lim 'Tj f = lim **"—-l—)‘
. o

+
-0 L0

qui n'est autre que le nombre dérivée de la fonction ¢ (1 =cl+( au point =10,
cest-d-dirc g'{0) = 2.
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/ 5 L L3 L | -
T T T T T T X
o{s./5|t 2 3+/5 4 5
2 2
+ >
5.18 Etudicr le sens de variations de la fonction définie par :

2
f(x)=1x1"

Tracer sa courbe représentative dans un repére orthonormé.

Solution
Le domaine de définition est Dy = R* puisqu'ona:
x2 Loglx|
f(x) =€
2°) Dy est symétrique par rapport a0 et pout tout x € B*, f(-x) = f (x).
Donc f est paire. Il suffit donc de 1'étudier sur } 0, + o[. On complétera
la construction de la courbe par syméirie par rapport a I'axe des ordonnées Oy.
3°) fest définie ¢t continue en tout point de O, +eo [ et lim f{X) = + oo,
X — + oo
2Logix1=0 ona lim £ (x) = 1
x—0 x— 0

¢t comme lim x

Ainsi 1a fonction f peut &tre prolongée par continuité au point 0 en posant , par
délinition : f () =1
4°) f est dérivable en tout point dc son domaine de définition ct pout tout x € X*
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x* Log x|
ona: f' (x)y=x{(1+2Loglx1)E

Comme f (x) admet une limite finie (égale a 0) au point 0, 1a fonction prolongée est
alors dérivable en 0 et sa courbe admet une tangente horizontale au point 0, Ainsi,
on peut également prolonger par continuité, la fonction dérivée, au point 0 en posant
£'(0y = 0.
- Dautwe part: £ ' (x)=0 ¢ x=0 oux=¢
5% Tableau de variations de la fonction prolongée.

-1/2

1
.*-
oo 1
_ ff 0 ) \_/C ) _+ —=0.6
£ (x)| 0 - 0 + €
1
=083
: * Je
[‘(x) /
e-l/’Ze
szongI
e ) f(xy
6°) Etude des branches infinigs ; Im —— = Im —-x—-—=+w
% — oo X —» o

done ta courbe admet une branche parabolique de direction les y positifs.

}

-+
\j
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519 Etudicr le sens de variation de la fonction délinic par :
x+1
x+1
fix)= | { .
Tracer sa courbe représentative dans un repére othonrmé {on détermincra les
tangenies a la courbe aux points - 1 et )
Solution

D Dp=R\{-1:0)

x+lL(x+1
')
" Lo ]

[ = e Si x€ ]-00,1[W]0,+o0]
] ox+1 %+ 1
si o xe]-1, 07

2) [ est composée de fonctions continues done elle est continue sur chacun de
scs intervalles de définition clon a :
limf(x)=1 = lim{x)
X - - o X = + oo
Donc la droite d'équation vy =1 est aysmptole horizontale 2 la courbe vers + o< ¢l
VErs - oo, '
Dautre part, comme limtlogt=0,ona:lmf({x)=1

x— 0t x— -1
Dong f peut étre prolongée par continuité au point - 1 e¢n pesant { (- 13 = 1,
Demémeona : lmf(Xx)=0 , mais limf{(x)=+

x— 0 x - 0F
3) f est dérivable en tout point de son domaine eton a :
Bpourx € J-oo, -1 [w]0, +e .

, 1 x+1 x+1 —l)’x2 £
f'(x)= -;i-Log( ” )+[ : )[ﬂ) A (x)
X

dot f'(x)=-x-13|:L0g[§—:ij+l].f(x)

S

wpourxe |-1,07(
f'(x):-%[Log[%—l)*rl:r.f(x)
X

11 suffit de chercher le signe de l'expression ou entre crochets cela revient i résoudre

X+ 1

I'équation : Log

i ]x+]‘
=-1 Ou encore :

X

1 )
X e
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€
Six€]-o0,-1[U]0,+0] *) & x=-—=-1,58
1-€
-€
Sixe ] -1,0] *) = x= =-0,73
€ +1
-1
Sans oublier le signe négatif de [—2J ,on en déduit le signe de la dérivée puis le
tableau de variation suivant : X
4°)
X | -eo e/(1-¢) -1 -e/e+ 1) 0 + 00
] 7
f'(x) - + | + - -
{
1 ! 1 ‘ ~ 145 + o0
f(x) / | / \ \
i 1 :
| = 0,69 |1 0 1

5°) Cherchons la demi-tangente 4 la courbe, 4 gauche au point 0. Cela revient a
¢étudier la dérivabilité de la fonction prolongée au point 0. En effectuant le
changement de x en (-x) il vient :

x+1
i f(x)-0 . 1 X -1
lim X0 = lim _76 Log " . T % T x
x— 0 x—0 x o0 T.Log——x~

x. €

X+ 1

; =lim

SiI'on pose maintenant t = (1 - x) /x donc x=1/(@{+1)
Ona: (x »0+) & (1—>+9) donc:

f)-0 t+ 1

e . Logt _
c

x—0"

t >+ o

Ainsi, la courbe admet une demi-tangente horizontale a gauche , au point 0.

= cherchons les demi-tangentes a la courbe au point d'abscisse - 1 de 1a fonction
prolongée. Effectuons le changement de variable t=(x+1)/x donc
x=1/(@0-1) etx+1=t/(t-1). Ainsiona: t ——> 0 et :

x = -1

_1J

f(x)-1 =(g)[etL0ng
x+1 L

On fait un développement limité, a I'ordre 2, au voisinage de 0, de l'expression entre
crochetsenposantZ=t.LogItl.Ona: Z——0 et:

Z 22 ) t - 0
€ =1+Z+§T+Z £(2).
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tLogitl & 2 2
Donc e =1+ILogltl+5Loglti+t Log“ltlg(tLogltl)

- t-1y, tLogitd t-1

Dou (—E-)[C -1]=(t-1)[.0gitl+(2 ).ll‘og2|LI+
[(t1).t Log? Iti]e (1 Log il

Lorsque t tend vers 0, l¢ premier terme de cette expression tend vers + oo et 1es aulres

vers 0. 1l s'en suit que : . f(x)-1 .

x+1
x—=-1

Par conséquent, la courbe admet une tangente verticale au point - 1.

|

y
¢ »— >
e/l-e -1-¢+1 i x

5.20 | Considzrons la famille de fonctions définies 2 1'aide du paramétre récl A par :
fl(x)=(l(x- 1)+;%] e
a) Montrer que toutes les coubes %), passent par un méme point fixe A
que 'on détermincra.
b) Etudier le comportement de [, au voisinage de + oo, - oo ¢t du point - 1.
On précisera les asympioics ¢ventuclles.
¢} Etudier le sens de variation de . Montrer que pour A <0 ct A #- 1,

f3, admet deux extrémums d'abscisses non nulles @ xq (A) <xp ().
d) Délerminer l'enscmble I' des points Py des courbes %, comrespondant

a ces cxtrémums.
¢} Tracer sur une méme figure les courbes %5, pour
1
A=-2:-1; 5 (0512
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Solution
a) D'abord toutes les fonctions f3 sont définies sur le méme domaine :

D=R\{-1}.
Soit M (x,y) un point du plan et soit (\,A e R Ona:
Me® n%) & L =y=fH X

1 X 1 X
o (Mx-Drog)e = (Maeneggle
S xZ-DGR-A=0
Comme A # X', ceci entraine que le point A, intersection de toutes les courbes %' a
pour abscisss x =1 donc: A:(1,€/2). Etcest le seul point d'iniersection,

d'aprés les équivalences précédentes .
b) Pour tout A € R, fj, est continue en fout point de son domaine de définition et

ona limf) (x}=0.

X — -oc
Donc l'axe des abscisses est asymptote 4 toutes les courbes %) vers - oo,

D'autre part suivant le signe de A, on a:
+oo 5i AZ0

oo 8i A<(

lim fl x)= {
X+
Et comme 1'exponentielle 'emporte sur la fonction puissance, le rapport 3 {(x)/x

tend vers + o0 si A =0 etvers-« si A< 0lorsque x tend vers + oo, Par
conséquent, toutes les courbes, %3, admettent des branches paraboliques dirigées vers

les y positifs si A =0 et vers les y négatifs si A < 0.
¢) Pour tout A e R, f est dérivable sur son domaine de définition D =X\ {- 1}

, 1 x
fl(x)=[l+ 2],){6 .
x+1)
mler cas:A=20

Le terme entre crochets dans ) (x) ne s'annule jamais.

etona:

Donc [f'l(x)=0(:tx=0] et [f'l(x)>0 & x>0]

Ce qui donne le tableau de variations suivant :

X - -1 4] + oo
! .
-, 0 - ' - ? +
0 +o0 $oo
f), (%) \ \ /
oo (1-)
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Ainsi, pour A 20, la fonction f)  admet un seul extrémum d'abscisse nulle.
B 2¢me cas:A <0
iy lersouscas A =-1
X L, X
, , x€ -x+2)x° €
fyx=01-x+1)". 5= )
(x+1) x+1
Ce qui donne le tableau de variations suivant :
X - oo -2 -1 0 +
l \
'y x) + 0 - - 0 -
|
| 2
2/6 H co
fa ® / \ T (1)
0 - oo o
Par suite, 1a fonction £ admet un seul extrdmum d'abscisse non nulle.
ii) 2éme souscas -1 <h <0
Posons 1= -A donc A= t2 et O<t<l.
X X
P ,. x€ x€
f'l(x)=(1-t (x+1)7) 2=(1-t(x+1))(1+[(x+1)) 5
(x+1) x+1)
N \ 1-t -1-t
D'ol fl(x)'——(} < x=0 ou X=— ou x=-
1 1
e x=0 ou x=-—-1 ou x=-—E—-1
Posons X, (Ay=-1- <-1 e xA)=-1+ >-1
Y A
Comme Ae ]-1,0f donc te ]O,1][ D'ou :
xp(A) <-1<0 < xp(A)
Ce qui donne le tablean de variations suivant :
X - o Xl(;\.) -1 0 X20\.) + oo
| | |
£ x) + 0 - - 0 + 0
! | |
1 1 T
-1 ‘ + o0 _-1
f)"(x) 1Ae j—_?" \ -2ae ﬁ
N
0 / L - o2 ‘ 1-% / i - o0
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Ainsi, pour - 1 <A <0, f3 admet trois extrémums dont deux d'abscisses non nulles.

i) 3éme souscas: A <-1 donct>1letona: x; (A) < -1 <x,(A) <0
Ce qui donne le tableau de variations suivant :

X - oo x1 1) -1 X9 (A) 0 + oo
I I [
f'y (%) + 0 - - ([) + 0 -
|
1
1
I + o0 a-xn
f x) —27»6‘ \ \ . / \
— 1
] 0/ - oo -2%n€ - - oo

Par conséquent, pour tout A <0 etA #- 1, lafonction f; admet deux extrémus
d’abscisses non nulles.

d) Lorsque A varie dans ] - e ; 0 [, le nouveau paramétre 1= ./ - A varie dans
J0; + oo [ et les points Py varient sur la courbe I', réunion dew deux courbes
I'y et I'p  définies par les équations paramétriques :

1

x(t)=x1(1)=[—-1 te ]0; + o0

r . 1

+ T -1

yO=f, (x, (W) =+21°¢€

1
x(l)=x2(l)=—[——1 te ]0; ;40
et [

yO=£ (x, W) =+20€

Remarquons que la courbe 'y se déduit de I'j en changeant ten - t. Autrement dit,
lacourbe I'=T"] U T’y a pour équation paramétrique :

1
x(t):T—l

oute R*
T: 1

-1
Ly([)=+2tze

En éliminant le paramétre t entre ces 2 équations (écrire t en fonction de x puis
remplacer dans y) on trouve une équation "classique” de la courbe T :

X
+2¢€

;

= ZXER\{-I}
x+1)
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h=-2
A=- 1__,——-*""’-\

1-/2-2 “\‘/‘r%
=TT =122 /30
=1 T~ S %_
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INTEGRALES

6.1 Soit n un enticr naturel non nal. Considére la fonciiop ¢ % i par :
2
. p p+l
=2 s xe [—. o,
n

pour tout enticr ptelque 0 <p<n-1 et f(1)=1.

a) Montrer que { est une fonction en escalicr.
1

b) Calculer en fonction de n : J f(x) dx

0

Solution
a) L'entier naturcl non nul n étant fixé, on définit la subdivision

On ={x,=0,x;,%,....,x,=1}
- . p .
de l'intervalle [0,1] par : X, = o ol 0<p=sn
La fonction f est alors constante sur chacun des intervalles | X, » X, 4 1 [
o0 <psnl avec: Vxelx,, xp, [ §=fx)= et fix,)=x,

Ce qui prouve que f est bien unc fonction en escalier.
1

2 n-
b) Par définition [—J, f()dx = Z(X}H1 x)gp E 1 [_]:% El 2

2

0 2 035
Or S,=1"+2"+ ..+ (N-1)*+N’= (N+ )6( +1)
-1(2n-1
Done pour N= (n-1). On trouve : —(n—l) N, (2n-1)= IL(LSH)
6n’ 6n
- -1
Finalement : I:Mﬂ_) .
o
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6.2 Soit a un nombre réel strictement positif. Soit f une fonction définic et
intégrable sur [-a,a]. Montrer que :
+ a

a) Si f est impaire, alors J fx) dx =0

+ a a

b) Si f est paire, alors feo dx =2. J fx) dx
-a 0
3n
z
¢) En déduire x% sin” x dx.
3n

Solution
a) Soit { unc fonction impaire cst intégrable sur [-a,a].
D'apres la relation de Chasles ¢

+a 0 +a
J f(x)dx:Jf(x)dx+‘[ fx)dx . (*)

-a 0
Dans la premidre intégrale du membre de droite, on fait le changement de-variable
x=-1,doncdx =-di. Enchangcantles bornes et f(x) il vient :
0 0 0 a

f(x)dx= | -fQ) . (-dy= f(l}dt:-[ £t) dt -

. 0
En remplagant dans La relation (*) i s'en suil:

+4a

f(x)dx=0
0 L

a
by Lorsque { est paire, un calcul identique montre que ( f(x)ds= ( £ di
+a At a s a T
on ¢n déduit que fxidx=2. f(x)dx.
-a 0
. . T .y 2.7 . .
¢y Comme la fonction déflinic par [{x} = x"sin x  ¢stimpalre @

b
3~
2

2.7
x sin Xdx=10

T

2
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6.3 | Soit f une fonction intégrable sur tout intervalle fermé borné de R .
Montrer que si £ est périodique de période T, alors :
a+T b+T

a)Vae R,Vbe R J f(x)dx-J fxydx .

a

+n T +T
b)VaeR,VneZ f I(xlnbc—nf {(x) dx .

a a a
T
3 —
. 2
En déduire la valeur de I= sin® (2x) dx .
T
2
Solution T
ay Pour toutae R on pose l,=J f(x)dx .

On doit alors montrer que pour tousréelsaetb: I, =1,.
Pour cela , il suffit de montrer que, pourtoutae R, I, =1, c'estadire:

+T T
f f(x]dx=J f (x) dx.

0
T a+T

Ona: lazrf(t)d+J f(x)dx+(( f (x) dx.
a 0

T
a+ T
Considérons alors l'intégrale: g :J' ) dx.
a
T

et faisons le changement de variable : x =t+ T.
Onaalors:t=x-T et dx=dt.

Alnsi ; JB=Jf([+hdt
0
Or f est périodique de période T, done Vie R {(+T) =t .
0 T a

Donc Ja—J fe+Td Don 1, = J f{x)dx +J' fe)dx + J[ f(x)dt

(v} a 0 0
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6.4

T

Cest-d-direque: I = f f(x)dx.
()}

Ce qui montre que I, estindépendante du choix de a.
b} D'aprés ce qui précede; il suffit de montrer que :
aT T

YnanelZ J f(x)dx=n_J' f(x)dx. *
[i] 0

D'abord le changement de variable x = - t montre que la relation (¥) est vraie pour
n € N, elle reste également vraie pour n' = - n. Donc on peut supposer que ne N,

D'apres la relation de Chasles, on peut écrire :
a+&k+ 1T

a +0T
@-1)
f(x)dx = L f(x)dx=n.1,

k=0
2 a +kT |

Soit f une fonction continue sur [a,b] , distincte de la fonction nulle sur [a,b]
eticlleque :Vxefa,b] f(x) 20
b

a) Montrer que ]' f(x)dx > 0
a

b) En déduire que si h est une fonction (quelconque) continue sur {a b],

alors :
J h*(x)dx=0=>h=10
Solution
a) La fonction f n'étant pas constamment nulle, il existe un point x, € fa, b]
telque f(x))#0 donc  f(x )>0  par hypothése.

D'autre part, comme f est continue sur [a,b], elle est continue en X, Ainsi ; par
définition: VY e>0 In>0 Vxe [a,b}{Ix-x l<m = If(x)-fx)I<e]

Réécrivons cetie propriété pour € =f(x)/2 , etposons pourle m >0
correspondant w=x - N et. B= x_+n. pourtout xe [o.f]

ona: -g <If(x)-f(x)i<e .Cequientraine: f(x)-g <f(x)<fx)+e,

Comme f(xp) >0,0na:K=£(x)-£ >0, donc:V xe [a,f) f(x}>K>1.

Ains} :

B 8
[f(x)dx > { K.dx=K@B-a>0

£
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b . o g b
Maintenant on a : Jf(x)dx: f(x) dx + f(x)dx+[ f(x) dx .

o

Dans le second membre, le premier et le troisi®me terme sont positifs ou nuls

(puisque f st positive sur [a,b]), alors que le terme du milieu est strictement positif.
b p

Ainst :
inst J f(x)dxz | f)dx> 0

[s3
b) Soit h une fonction continue sur [a,bl, Alors la fonction h? est également

continue sur [a,b]. Supposons que J}’ B (x) dx =0

a
S$i l'on suppose h? que n'est pas constamment nulle ;
d'aprés la question précédente on peut en déduire que R dy > 0
Ce qui scrait absurde, Donc: h=0

* n
6.5 a) Montrer que pour 10us entiers m,n on a 'égalité
1 1
J xm(l—x)nd);:J x"(1-x)" dx.
0 0
b) Calculer la valeur commune I de ces 2 intégralcs.
Solution
a) le changement de variable 1= {1-x) , c'est-a-dire x = 1- tet dx = - dt ; entraine :
1 0 - 1
J x" (1 -x)nd)(:J (-pm. " .(»dL)'=J " (1-0dt.
0 1 \]

b) D'aprés la formule du bindme ; on a
n
p
(-0 =2 C P
p=0
R
m no_ p m+ p
Dorc : x.(l-x)-pz;ocn(d).x :

En suppposant que m =0 il vient :

p=0
n
=Y Gl
p =0
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D'aprés la premiére question on peut écrire : (n 20 etm #0).

1=2nCp ¢ 1P ZC ¢1F

Mp+p+1

(voir une formule plus simple dans i'excrcice suivant.) [ |

6.6 Pour tous entiers naturels m,n on définit
b

I (m,n) = J x-al"(b-x)Vdx.
1) On se propose de calculer I de deux manigres
a) en utilisant le changement de variable t = x - a et la formule du bintéme
b) en établissant, a l'aide d'une intégration par parties, une relation de
réeurrence entre I g, ny et Limn, n+ 1 puis en déduisant 1 (m,n)
ducalulde (g m + n) .

i AN . GV 1 m
2) Déduire de ce qui précdde que : E,O mcn =7 Can

Solution b
1) Calcul de l'intégral 1 (m,n) _J - a™ (b-x) dx .

a

a} En utilisant le changement de variable t=x - a (donc dx = do)

b-a

il vient : In, )= J ™ @a+b-0"dt

0
n
Or d'aprés 1a formule du bindme : (a+b-0"= E Cz 1P (a+ by P
)
donc : a+b-n"= Z, C P @em" TR
m+p+1 o
Alnsi ; I ={ N7 nepo_-
(m.n) ;OC (1t Tm+p+] _J”
R P 1 n - + +
Dol : Limn) = 2 Cnm(+p}+1 @+ T (b-a)"T P!

by En utilisant intégration par partics, ¢n posant
us(x-a)®  u=m.x-a""

x o+

‘ " -1
vi=(h-x} vz ——(b-x)
n+t!
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Onapourm=0Q

b
-1 m n+
I(m,n):‘:m.(x-a) (b - x) ‘}+

a

m

Do : I(m ) aET l(m- l:n+1)

En rééerivant cette formule pour dilférentes valeurs de m on aura
I m m-1 m-2 1
MM “H¥ ] n+2 n+3 n+m (o.m+m
m! 1
T+ DmFD. hem) (O.n+m)

m

I

i £ | I m'n! C
ou cncore la formule : — =%pam- Ho.n+m)

(m,m~ m+mt (o,n+m)

Calculons maintenant [ 4 m).

b
_ b
=lopogrmay 2 (b—x)“+m+l:|
(o,n+ny = ' Y Tla+med X
= lh_an+m+]
n+m+1 ( )
1 m
Il en résulle que ; - o tmobl
4 I(man) n+m+1Cn"'m'('D 1)

2) En choisisant a =0 ct b =1 puis en écrivant I'égalité de la formule ci-dessus
avec celle trouvée dans la question 4), on trouve :

(- 1)9 P 1 Cm

Tom+p+1T 0 Tmin+1 T M+

P

6.7 Soit [ une fonction définic et deux fois dérivable sur [a,b]. Montrer guc
b

J xfPx)dx=[ bf{by-f(bY]-[af (a)-f(a)] .

Solution

. . . . u=x done u' =1
En faisant une intégration par parties, cn posant : {

vi=f'(x) dom v=1(x)
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6.9 Soient f une fonction continue dans [a,b] et g une fonction croissante et

b b

Ona: J xf" x)dx= [xf (x)]: -J f' (x)dx

=bf (0)-af (a)- [f()];
= bf'(b) - af'(a) - f(b) + f(a)

= [bf'(b) - f(b)] - [af () - £(a)] |

6.8 Dans chacun des cas snivants, calculer la valeur moyenne de la fonction f sur
l'intervalle indiqué :

a) fx)=1x1 sur I= [-22].

b) f(x)=x>+3x+2 sur I=[-1;0] puissur J=[-1;1].

¢ f(x}=cosx sur I= [o,%] puis sur J = [0, 2 ]

b

Solution ,
La valeur movenne d'une fonction intégrable sur {a,b] est égaled: p=— . J f(x) dx .

b-a
2 2 a
a) ;,L=—1———.Jlxl dx:-l— 2 dex:l
) . T2 )
-2 0
0
1 2 3.
b)surI =[-1,0]: ul=m.J {x +3x+2)dx=—2—.

-1
1

1
sur I=[-1,1]:  p,= 7.J (*+3x+2)dx=3.

-1
T
2

2 2
po=—- cosxdx=—.
T T

2T

1
sur J =[0,27] u2=2—EJ cosxdx=0
0

continfiment dérivable dans [a,b]. Montrer qu'il existe ¢ € [a,b] );1
b Fsy

J f(x) g’ (x)dx=f{c) [g(b) - g(@]

a
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Solution
La fonction g étant continiiment dérivable et croissante, g' est alors continue et

positive sur [a,b]. Donc, on peut appliquer le théoréme de la valeur moyenne a f,

qui est continue et g' qui garde un signe constant. Ainsi, il existeun c € [ab]
b b

tel que : J f(x). g' (x) dx=1(c) J g (x)dx.
b a
Or: J g (0dx=[g)] =gb)-g@ .
b
Doi: 3¢ e [a,b)] J f(x). g’ x)dx =1(c). [gb) - g(a)] . m

a

6.10 | Soit f une fonction admettant une dérivée seconde continue sur l'intervalle [a,b]
a) Déterminer une primitive de Ia fonction ¢ définie par :
ox)=[f" x)+f(x)]sm(x-a).
b

b) En déduire : J ¢ (x) dx.

a
¢) On suppose que b - a =7 et que f est strictement positive sur [a,b].

Montrer qu'il existe unréel o € [a,b] telque (o) + (o) >0

Solution
a) Pour chercher une primitive de la fonction ¢ , calculons les dérivées des deux
fonctions : [f(x) . cos(x-a)]' = f'(x) cos(x-a) - f(x).sin (x-a).

[F(x) . sin (x-a)]' = f"(x) sin(x-a) + £ (x).cos (x-a).
En retranchant membre & membre la premiére 2 la seconde égalité, il vient :
[f(x).sin(x-a)-f(x).cos(x-a)]' =¢ (x).
Ainsi une primitive de ¢ est la fonction @ définie sur [a,b] par :
O (x) =f (x) sin (x - a) - f(x) cos (x - a) .

b

b) { O x)dx=D(b)-D(a)=f' (b). sin (b-a)- f(b) . cos (b-a) + f (a).

a
¢) On suppose maintenant que b - a =t et f strictement croissante . Cela donne :
b

J ox)dx=f®)+f(a)>0.
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f étant deux fois dérivable et f continue entrainent que @ est aussi une fonction
centinue sur [a,b]. D'aprds le théoréme de 1a valeur moyenne :
b

1
dace [a,b] (P(G.)=f.l=‘-)—:—a. J (p(X)dX.

1}
. 1
dou: 3oela,b] (a)+f(m))sin(u-a)=—;. (f(b) + f(a)) .

Comme f(b) + f(a) >0et [c-a]le [o,x] ona: sin(o-aj>0etf"(o)+ o) >0 M

6.112 6.19 | Dans les exercices suivants, on demande de calculer la limite,
si elle existe, de la suite [ Un }:

6.11 U= Z

p=1 n +p
6.12 Un=-11T v @a+ @+ 2)... (n+n)

613 vu-1(/I. /2., [2)

6.14 U,,=2Z p-p).

615 Uy=s X sinil.

Sk kn
6.16 U= X ~ sin —.

k=1n n+1
1 2
LR Y [CRIC B R e
1%+2% .+
618 U=——T2T0 ol af> 0
n

6.19 U“=1 PIRN A

oil p et q sont des entiers naturels non nuls.

Solutions

Dans chacun des exercices ci-dessus, il faudrait trouver une fonction f et un intervalle
[a,b] tels que f soit continue sur [a,b] et que la suite {U, } puisse s'écrire sous 'une
des 2 formes : n-t

" % E f(a+k (——)) ou u,=— 21( +k-(l—)—r_1—a))

u, =
k=0
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Nous savons que, dans ce cas, puisque f est continue sur [a,b] ; la suite {U, ] est

alors convergente et tend vers la valeur moyenne de f sur [a,b] :
b

limUn=u=gl_—aJ £(x) dx.

6.11 Solution

sur [ab]=[o,1].

1
On pose alors f(x) = 3
1+x

Onabien: U =— Zn',f(p) i Pogap. WY
n a pien : B_F.pzl F ou n“ P n .

f est bien une fonction définie et continue donc intégrable sur lintervalle (0,1].
Donc la suite {U, }, ainsi définie, est convergente ¢t tend vers ia valeur moyenne

de f sur [0,1). i

T

7

n 1_0
A 1+x -

n— + e

lim U =_1_J' %:[Arc[gx]h:Arctg]_:
6.12 Solution
Un=Tll-“\/G+1)(n+2)... m+n).

=nﬁ1+ Dm+2)...(n+n) _ n\ﬁn-&-l)(n+2)m(n+n)

n
n n n o

On ne pourra pas écrire U, sous la forme d'une somme,
Mais, pour détourner le probleme, on définit une nouvelle suite {V_ } par:

1 n+1 n+2 n+n
V,=LogU,= F[Log (T) +Log (T]+ ...+ Log (_n_):j .

=l[bog(l + l)+Log (l +—2—]+ ...+Log(1+3—)].
n n n n
On pose alors f(x) = Log (1+x) et [a,bj = [0,1] .
f est définic et continue donc intégrable sur {0,1]. Donc la suite {V_ ] est
convergente et tend vers Ia valeur moyenne de f sur [0,1). Ainsi:

1

1
limv“=T~—6[ Log (1+x)dx=2Log2-1.

n— 4o
0
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La fonction exponenticlle étant continue, la suite {U, } cst ¢galement convergente

2log2-1 4
ctticnd vers € =—. . [
c
6.13 Solution
1 ( 1 2 n j
U, =— [ — + [+ + /] — |
n n n n
11 suffit de poser f(x) = /x et [ab] =[0,1].
f étant continue sur [0,1], {U_} estconvergentcctona:
1
. 1 2
thn:ﬁJ ﬂdx=—3—,
n— + oo o |

6.14 Solution

n n
1 e
Up=— Zl vp@-p) = Z —/pn-p)
n P: =

::I_n

nM:

e

IL suffit alors de poser f(x)=/x(1-x) ct [a,b] =[0,1]
f étant continue sur [0,1] , la suite {U_ } cst convergente eton a:

_1 . (n p) 1
SIYCTEES

1

1 s
lim U, =mJ V x(1l-x) dx-—'—8—

n—o +oo 0

6.15 Solution
n
1 _km
Un:? .kg,lsmg.

Dans cet exemple, on a deux choix possibles ; cn posant
fix)=smmx:t Iy =1{0,1] ,ouencore:

f2 (X) =smXx et 12 = [O, TC]
Naturellement, d'apres 'unicité de la limite, les deux choix conduisent au méme
résultat. f, (resp. f, ) est continue sur I, (resp. sur I, } donclasuite (U, }
est convergente etona:

1 T

1 1 2
lim U =170 sin T x dx = —— sinxdx=— .
n 1- J n-0 T
n— +oo 0 0 | |
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6.16 Solution

" k7
Un=kz_,l.[? mn‘_+l. 1 .
On ne pourra pas trouver de fonction f telle que 2 (a +k. —ﬁ—) .
n k=
(b-a)
ou encore Un=31 E,l f (a +k. _T)

C'est pour cela qu'on va introduire une petite rectification en définissant une
nouvelle suite {V_ ]} par:

o n
n 1 z k . km
vn=[m) .Un= -sm

n+1 Sy n+1 n+l’

n

| gk km
qu'on peut écrire encore : V"=n+1k_on+l‘smn+1‘

puisque le terme en k = 0 n'intervient pas.

, 1 +« k k=
Enposantn'=n + 1 Var1= Vo =57 - sh—.
k=0

On considere alors 1a fonction f définie par: f(x) = x.sinnx et 'intervalle {a,b] = [0,1].
f étant continue sur [0,11, la suite {V_ } est alors convergente et tend vers la valcur

moyenne de f sur [0.1] : '

. 1 i
lim Vy, =-— X.SMTXAdx = —.
1-0 -
n— + e 0
i

D'autre part : lim Up = :lim Vy = —.

n [ |
n— +se 10— +ee

6.17 Solution
U,="

(a+ 1) (a+ 2)...fa+n) oha>(Q
n!

o [ )
)

On considere la suite {U_} définiepar: V, =LogU

1 . a
Vy=—. 2 mg(1+T).

noyo

On ne pourra pas trouver de subdivision {x,_} , de "pas” égal, de l'intervalle [0.1]
en prenant  f(x) = Log (1 + ax)

ou f(x)=Log(l+ %)
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Dongc il faut chercher une antre méthode.
Or; on a vu dans le chapitre I (sur les suites) que si une suite (U, ) converge vers

une limite [ alors sa moyenne géométrique converge également vers{ .

n
s,—f = /55,5, —t

n—} e 0—p o

Comme (1 + _a_) ———1 donc lasuite {U, ) est convergente et lim Up =1

k
K= 400 n -4 + co
6.18 Solution [ |
" +2% 4. +10"
= >0
o+1
1{1* 2# "
Un=—i:—+—+ +—:'
n o o o
n n n

1[‘1"‘ 2\ uu]l S kY
Y [i) *(i)*m*(?) =a--,?;1(;)
Onpose f(x) =x* et [ab] = [0,1]. f est définie et continue donc intégrable sur

[a,bl.
Lasuite {U_} est convergente etona:

1-0

. 1 1
hmunz—J X dx= .
. A «+1 n

6.19 Solution
I1 faut distinguer 2 cas possibles :

(n

1€fcas:p=gq alors U, =% . X q : b , lonc la suite {Uy,] est convergente et

k=0
tend vers q lorsque n tend vers Yinfini.

28me cas : Supposons pw#q donc %:1. Ona:
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Posons K= (%) f=K* et [abl=[0,1].
La fonction f est définie et continue donc intégrable sur [0,1]. Donc la suite {V_}

est convergente eton a:
1 1

. 1 x xLogK K-1
;lunvn_T—_—o.Jde _Je d"=—gK

0 0

On en déduit que {U_ } estconvergente etona:

(%)'1 ___P-q

" Logp-L ’
Log(p) g8p-Logq

limu, =q.limV,=q.

n— oo

6.20 On considere la suite définie pour tout n € N*
1 1 1 1
S. =

=gt + +.+ .
Jnto1 a2 Jf-@-1)?
a) Peut-on utiliser Ia formule de la moyenne pour déterminer la limite
(si elle existe) de la suite {Sp } ?
b) On considére la fonction définie sur [0,1[ par: f(x) =
montrer que pour tout n € N* : /1-x

1-

bl'—'

1 1 1
Sn-;f(l-;)< f(x)dx< Sn-—n—

0

c) En dédyire que {Sy, } est convergente et calculer sa limite.

Solution
On considére la suite :

1 1 1 1
S =

n ;+ + oot —
\/nz-l \/n2—22 \/nz—(n-l)2

) S 1 1 1 1
a A== 1+ + + .+ :
" 1y 2V n- 1V
N Y R A
n n n
1 < 1
donc S, =— 2 _
nn T / /K2
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Cnpose f(x)= avec [abl= [0,1].

2

1-x
On ne peut pas appliquer la formule de la valeur moyenne car la fonction f n'est
pas continue en x, = 1 ; elle n'est méme pas définieen x =1.

b} Soit n € N* . Montrons que :

1
1-—
n

1 1 i
S f(1-5) < fd < Sy-—
0
Considérons la subdivision de intervalle [0,1]. définie par :

k
0={x,=0, % ,%,..,x,=1} of xk=;.

f étant strictement croissante sur [0,1]..Pour tout ke {0,1,2,...,n-2},0ona:

Vxe ]x,x .4l f(xy) < f(x) < flxg . )
el X+ X 41
donc : J f(xQ.dx(J f(x). dx < J o f(x ). dx.
xx X
Ce qui donne :
a1
(g %) TG < fx) dx < (X ypq-%) fGxpyp)-
Ak

En faisant varier k dans {{.,1,2..., n - 2}, puis en faisant la somme membre 4
membre, il s'en suit

n-1
1 n-2 ] n-2
— X fx) < fx)dx < — Y f ).
ngzo k=0
0
(n-1)
r g n-1
! < frydx < - . 3
donc ; Sp- - T ) {(x) dx P (%) -
90 -
1
r"',‘,‘
. 1 1 1
d'ol : Sn'Ff(l'F)'cJ f(x)dx<Sn-—n—.
0

¢) D'aprés linégalité précédente on peut déduire que :
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-
a
—

n
0 0
gu'on simplifie en écrivant : A, < S; < B, , 0l A, ¢t B, sont respectivement les

1 1./ 1
-+ fydx < 8, < -n—f[\l- ]+ f(x) dx .

membres de gauche et de droite de 1'inégalité ci-dessus.

1
1-—
n
Or: lim li lim Arcsin (1. L)= 2~
r: li = lim = lim Arcsin ==,
An fi(x) dx ( n) 5
n— +o° n— +eJy n— +o0
1 1 1
D’autre part : _,f[1-_)=i_ = 1 0.
n n n 2 u.]2 vy n-1 n-—+=
“‘(T]
. Tc .
done linA, =—=1mB, .
n—+o 2 n— +e

Finalement, d'aprés le théoréme de comparaison des suites, {Up) est convergente

e
et tend vers 5 - ]

6.21 | Soit f une fonction continue sur [0,1]. et telle que ¥ x € [a,b] f(a+b -x) = f(x)

b .b

b
a) Montrer que : J t,f(t)dt=%—j f()at.
a

b) En déduire la valeur de Yintégrale
k.1
X.sinx
I[=) ——u

1+cos“x
U]

X.

Solution
a) On fait le changement de¢ variable t=a+b-x.

dt=-dx. Ainsi comme pour tout x € [ab]: fa+b-x) =f(x),ona:

b b

b a
J( 1.f(t)d1=J (a+b-x).r(x).(-dx)=J (a+b)f(x)dx-[ x (F(x)dx .
a b

& a
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Cequidonne: 2. tofydi=(a+b). | [{x)dx.

atb
Ou encore U d= d—z— < fiyde.

b) D'apres ce qui précéde | [ = xsinxdx T +0 smx dx
1+ cos? x Z 1 + cos?
0 0

X

En faisant un nouveau changement de variable : u=cos x. Donc: du=- sin x dx

= . T
Doy I= —. w T d
< l+u 2 1+
1 -
=5[Arclgu]|=7 x2=m -
n
6.22 On considere lingégrale 1= S AL —T
A v osin x + 3/ osx
En faisant un changement de variable convenable, calculer la valeur de
I'intégrale I (On nc demande pas de chercher une primitive}
Solution

11 suffit de choisir ie changement de variable qui transforme le sinus en cosinus.

I
Posons X= o -1 doncdx=-dt et ona:
T

T
2 o Py
I Vv sinx dx Jeost (-dy Vv costdt |
et = = —_— = ——_—— — =
W smx + /S cosx cos1 + /st G\/sinl+\/cosl
T
™
z
D I ™ Do 1= ==
' L: = == o I=I =-.
aulre par +J 1.dx== u T -
0
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6.23 Soit [ une fonction continue sur [é,b]. On considére u et v deux fonctions
dérivables sur un intervalle I tel que u(l) et v(I} soient inclus dans [a,b].
On définit 1a fonction G sur I par: v(x)

vxe I G(x) =[ ft) de.

u(x) )
1) Exprimer G 4 Taide de u, vet F, o Fest la fonction définie sur [a,bl

par: ¥
F(y) =J (9 dr.

a

2) En déduire que G est dévirable sur I et calculer G'(x) pourx € I :
3) Calcuter la dérivée de la fonction

Gix) = a
1+

X

Solation
a) D'apres la relation de Chasles, on a
a v (x)

G(x):J' ft)yd + J f () dt.

u (x) a

u{x)

v (X}
donc G UQ:J f@de - J f(d. dodt  G(x)=F(v(x}) - Flu(x)) =~

b) Les fonctions u, v sont dérivables sur I par hypothése. La fonction F est
dérivable sur  [0,1] car f est continue. Donc G, qui est composée de u, v

et F est aussi dérivable pourtoutxe I et :
G'(x) = [FvOpl - [Flux)py

donc: G'(x)=v'.F(v(x)-u{x).Fux).
dol: G =vX, fivix)-ux). fux).

2
x
. dt
€) soit G(x) = —-
1+1
X
1 . : 2x 1
G'(x)=2x. -1. . doi G'(x)= - .
1+ %% z text 144
+ X 1+x
[ ]
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T

6.24 Soit f une fonction continue sur [o,] telle que : f)sintdt=0

0
Montrer qu'il existe unréel o€ Jo,m [ tel que f(a)=0.

Solution !
Considérons la fonction F définie sur [o,n] par: Fx)= | f(Hsmntdt.
0

F est définie et continue sur [0,1t] et comme f est continue, F est dérivable sur 10,x[.
On a F(0) = 0 et d'aprés I'hypothese  F(m) = 0.

Donc F vérifie les hypotheses du théoréme de Rolle.

Par conséquent il existe unréel o € Jo,m [ tel que F'(o) = 0. C'est-a-dire

f(a) .sinx=0.0r o€ Jon[donc sin a#0. Etpar suite f(c) =0 . m
6.25 On considere les deux intégrales définies pour tout x € R :
X X
t t
A = € cos2tdt ¢ B=1| e sin2tdt.
0 0

1) Etablir deux relations entre A et B puis en déduire les valeurs de A et de B.

X X
t t
2) On pose : I=J € cos’tdl et J=J e sin”t dt.
0 0

- Calculer I+7J etl-J
- En déduire les valeurs de I et de J.

Solution
1) On fait une intégration par parties de A et de B , on trouve :

_e'sn2x B 1
ST 2 T2
1-efcos2x A
- 2
B 5 + @

En substituant B dans A puis en résolvant 1'équation, on en tire :
1 v
A=— .2 sm2x+cfcos2x-1).

5
.
-5

(@2 +e"sin2x-2¢e"cos2x)
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2) En utilisant la linéarité de l'intégrale , on a :

r.x .4

I+1= el(coszt+sinzt)dt=J egdi=e*-1.

[

0 ]
% X

1-1= et(coszl-sinzl)(h:J deos2t di=A.
0 0

ol A est l'intégrale calculée dans la question 12, D'od 2T=A+e*-1

Cequidonme: I=(A+e -1)/2 et T=¢"-1-A)/2. u
2x
6.26 | On définit la fonction F par : F(x)_—_J a
4
1+t

X

a) Déterminer le domaine de définition de F
b) Etudier la parité de F et calculer les limites aux bornes,
c) En utilisant la relation de Chasles, calculer F'(x).
d) Dresser le tableau de variation de F et denner_Lallure de sa cowbe
représentative dans un repere orthonormé.

2

1
{ on cherchera a majorer F(——J )
\/_

Solution

a) La fonction f définie par {1} = est définie et continue sur tout

1
S+t
intervalle fermé borné de & . Donc elle est intégrable sur tout intervalle fermé

d'éxtrémités x et 2 x, pour toutx € R . Donc F est définie sur tout R .

DoaD.=R .
- 2%

b) Calculons F(-x)= J

- X

dt

4
1+t

Pour cela, faisons Ic changement de variable t=-u donc di=-du
2%

et F(-x):J _ N .

v 140

Donc F est impaire. II suffit alors de I'étudier sur l'intervalle [0, + oo [,
1 est clair que F (0) = 0 Cherchons la limite de F au voisinage de + o0 . Ona:
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VieR 1+¢t>t4 donc Yite R 0«

< —.
2
1+ 1
2x
a
doncpourtont xe R* : 0 <F(x) < - ™
t
X
2x
. dt 1 1 .
Or = 4 — 0. Donc limF{x}=0
t2 2X X
x> tee X — +oo
X
u(x)

¢) On a déja vu que si G(x) = [ f{itydt et si f est une fonction continue et u

. a

dérivable, la fonction G est dérivable et G'(X)=u' (X} . f (u (X)) .

D'apres la relation de Chasles on peut écrire F(x) :
Zx X

d dt
Fx) = J J .
1+ 1% 1+¢

0 0
F' () 2 1
dong : X)= - ‘
\/ 1416 x* / 1+ x*
En réduisant au méme dénominateur, puis en multipliant par la quantité conjuguée
On [rouve :

3.(1-2x) (1 +2x9)
~/1+1<’3x"’.~/1+x4 {~/1+16x4+2.s/1+x4]

La dérivée s'annule pour les deux valeurs + 11/2
On en déduit le tableau de variation suivant ; sur [0,+e :

F (x)=

r X - o0 1/\,/5 + o i
l }
F (%) 1 + 0 . i
[ S P

Fx) FCi/2) \
0 0

N 1
D'aprés 'inégalité (*) on peut calculer une majoration de F (——]
V2 /2
I
/2 ¢
Vi
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6.27

Soit f une fonction de ¢lasse C' sur [0,a] , a>0 . On suppose que f est stric-
tement croissante de [0,a] sur [0,b] avec [{(0) =0 ct{{a)=b . Posons g=1"
1) Montrerque : Vae [o,a]l 3Be lob] telque:

o B
[ xf'(x)dx:J gxydx.

0 0

a B
En déduire que  af = [ fOdx + | gl)dx.
0 0

2) Montrer que ¥V o € [0,a] ¥V '€ [0,b]

o p
off' < J f(x)dx +J g(x) dx. *)

0 0
3} En étudiant le sens de variation des fonctions définies par

t t

hw:ut—,[ gx)dx et k(l)=Bt-J fix) dx

0 [

définies respectivement sur [0,3} et [0,¢t], retrouver la relation (*}
4} Sofent p et q deux réels strictement supérieurs a 1

tels que L + 1 1 Déduire de ce qui précede que :
P

q P g

v (o }S' € af € —+—
@, ) + P 9
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Solution
1) Soit & € [0,a} . Prenons B = f(a) et faisons le changement de variable x = f(t)

B
dans l'intégrale IzJ g(x) dx

0
o

B o
Onadx={{)dt.Donc: 1= f gx) dx = | g .{'Wdt = t.f {tdt.
a 0 0

Ce qui montre le résultat puisque (gof) (=t

D'autre part :
@ f o o

J (x) dx+J g(x) dx=J Fx)+xf'@)dx = }A f(xyy dx =[x f(K)]g=0tB .
0 0 0 0

2)Posons o' =g(B);ona: o€ [o,a].

ler cas: o <. En utilisant la scconde égalité domontrée dans la question 1),
on peut éerire ;

o B [ o
j= J f(x)dx + J gi)dx = [ f(x)dx+ o' - J f(x) dx
0

0 0 0

o o
= J flxydx +o'B' = J flor) dx + o' puisque f est supposée croissante.
a’ o
Ce dernier membre peut encore s'écrire
(c-ofa)+of =of - B +aB =of car =Ml
Ce qui montre Ia relation (¥).

28me €as ;o>

B B 8
J=U.B-J g(x)dx+{ g(x)dx.=GB+J gx)dx 2z afp +J, g(P)dx

0 0 8

B

car 3'>f et g croissante

Ainsi Jzof+ (B -p) gB)y=PFo car gP)=o
Ce qui montre la relation (*) dans ce 2&me cas.
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6.28

i

3}h(t)=at-{ gx)dx. Donc h' ()= - g(t).

0

Or f est croissante, donc : Vie [o,b]  g(t) £g(B)

Comme g(B) = o, ceci montre que h' est positive sur [0,B]
donc: VB < h(BI<hB) Cest-a-dire:

g p ¥
off -

o

aff -1 gdx <ap - | gxidx doi: g(xydx < fx)dx .

<

Ainsi: VB e [o,Bl af < fx)dx+ | g)dx.

0 0

Ce qui montre la relation (*) dans le cas B' < B (c'est-a-dire o'<ow)
En utilisant maintenant Ia fonction k, acec un raisonnement analogue, on monire
la relation (*) dans le cas &' > @.

4) Posons [ (x) = xP " _ f vérifie les hypothéses ¢i dessus |

1 1
Comme —+—=1 ona pg=p+4q..
D'autre part, comme (p-1){(q-D=pg-{p+q+1=1,
La fonction réciproque de [ n'est autre que la fonction g définie par: g(x)=x" '

o » g
o \q
Pl ) B
X dx = — cl xq 1 dx= —
P q
0 y)
: _ o B
D'aprés larelation (*)ona:  off < VF + T

Ceci nous donne une autre démonstration du lemme qui permet de démontrer

I'inégalité de Halder (cf cours). [ B
Pour tout enticr n € N |, on définit :
1
n n I'd
X D]
In*JA Ak ot S“'E‘,T 8, =0
a) Calculer I 0
b) Montrer que pour ut n] Io+E .= et =G0, +S,:

n+1
1

¢)Monwrerquesin=lona: ——— <] € |
2in+ 1) "Thm+ )

d) déduire de ce qui précede la limite de la suite {5}
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Solution
1

dx
a) I°=J 3= =[og(1+x)) =Log2.

0
b)pourtoutn>1lona:

<
(=]

En multipliant chaque I, | par (- 1)* puis en faisant la somme membre 3 membre,
on rouve aprés simplifications :
n

1
1n=kz_',1(-1)“"‘.~k- NS VLN

Comme (-1y *=(1F il vient:

. 1 ’
L=(-1) .kzl(-l)".qk—. + DT

oA —_— n
d'ol L= .{d,+8).
¢) Pourtout xe [0,1] ona .1_5 ! <1.
2 1+x

D'oll en multipliant par x™ qui est positif, il vient :

n n
X X n
- =< <X .

ur tout x € [o,1] : <
po [0,1] 1+x

Puis en intégrant les trois membres on trouve, d'apres la croissance de l'intégrale

— <1 £ —.
2(n+ 1) *oon+1

d) Lorsque n tend vers + eo.., I tend vers O d'aprés le théoréme de comparaison

des suites. Et d'aprés la question (b} la suite {S_} est convergente et tend vers
=

Ce qui donng

-1,=-Log2.
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6.29 | On considere l'intégrale 1 = x"/1-xdx

0

1) Etablir une relation de récurrence entre I et ,ne N*
2) Calculer I puis en déduire la valeur de I en fonction de n
3) En faisant un changement de variable et en utilisant la formule du binéme,
donnez une autre expression de I_ .
Que peut-on en conclure ?

Solution
1) On fait une intégration par parties, en posant :

n ' n-1
u =x donc u=n.x

2
V=¢1-x donc V=-§-(1-X)

3

2

n

l' 3 1 1 3

2 n 7:' 2 n-1 2

I = -5 X .(1-x) 0+?.n X T (1x)" dx.
0

1

In=0+%.n.J (1% STx dx.

0
1 1
2n 2n

2n n-1 2n n
I"=_3_'4(x \/l—xdx-3—[X\/1‘dedonC ID=T-ID-1‘T
0 0

En passant les I, dans le membre de gauche, il vient aprés simplification :

2n
h=gmv3- b
P R

2) I =1 V1x dx=|_-?(1—x) =%
0

0

_ 2n 2n-2 4x2
Ainsi nT 3053 2n+l Tx2 Lo

dou
_ 2n2n-2)...x4 x2 x2
In’(2n+3)(2n+1)...x7 xS x3°

2n+3
'n+1)!'2
Ce qui donne : Inzn (n(2n)+3)f
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3) Faisons, maintenant, le changement de variable :

t=1-x donc
M= -0t et dx=-dt
1 1
( o we b
IH=J (1-[)“.\/'1d1=J’ ZCl;(-l)“.x 2 gt
=0
0 0
1
1
n k K+ —
=2 C, (-1)“J' v 2
k=0
0
3 1
11 " k+7 n c 5
_ 1k t _ gk
_Z,Ocn(n 3| " Z,OCH O s
= 2 3
Conclusion : K . 2 nl'(@m+1'2 n+
Eoc" ¢t 3k+3 QGn+3)! n

6.30

1-1
re
On considére l'iniégrale 1, = J
0

1) Calculer I,

2) Etablir une relation de récurrence entre I et 1, (n

=2
3) Caiculer 1,

en fonction de n

4) Délerminer, pour n fixé, Ia limite de 1, (x) , lorsque x tend vers +eo

1 1-t

e
33 On pose I, =In(l)=J = dt.

[

1
Montrer que pous toutne N¥ @ 0<J <

{ n
6)Onpose U, = L 3 EIT) Montrer, en utilisant le calcul de I, que :
K=oK:

1
¥ ne N* U,sCsU +

n n!’

7) Calculer ta limite de U, quand n tend vers +eo
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“Solution

o n!

x -t
re 1-t
1) Soit I = dt. Calculons I =/ 1€ dt.
a 0

On fait une inégration par parties :

n=t donc u'=1 et v=el-l donc v=-el-t
X
g 1-1 lI-x 1-x
L=[-te] s e a=-xe -  +e.
0
2) On fait une intégration par partics pour [ en posant:
{n tn-l
u= donc u =(n-l)!
-1 -1

Ce qui donne : 1, =1, ;1(_7 € *)

3} En écrivant ies (n-1) relations (*) puis en faisant la somme membre 4 membre,
on trouve, aprés avoir simplifié et remplacé I, par la valeur trouvée au 1°)

1

1 -X ( o k & e

=€ -¢e > )

‘!_k=0

I =

o

4 Sachant que Yexponenticlle 'emporte sur la fonction puissance, n étant fixé,
ona: liml, (x)=¢€

ll" 1-t X 2 + oo

£ ..

5 J:J' . di=1(1 ,on aévidemment J = 0.
o

Dans (*) si on prend x = 1
1
onaura J =] ,-— 20 dong OSJH_ <
d'on VYne N¥ (g ] £—

6) Sion prend x = 1 dans (**) on aura j=€- U, d'oll le résuliat cherché,
7y lim Uy =€ (Evident d'aprés la question 6) u

n— +oe
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CALCUL PRATIQUE DES PRIMITIVES

Dans les exercices suivants, calculer les primitives des fonctions suivantes ;
i I'aide du ableau des primitives usuclles ou bien en utilisant 'un ou les deux
procédés londamentaux @ changement de variable ot intégration par partics.

1
71 f0=——— 7.2 ()=
x (Log x) x/ 1+ Logx
x Log x VX
73 fx)=——t 7.4 fx)=x€
. (1+x7)
FHP 2x X
7.5 [xy=cosx€ 76 1x)=¢ .csC
_ SN X - COS X )
7.7 x)= P 7.8 [x)=x1"x
79  fx)= : 710 f=Jx"-1.
3+ 5x
7.11 ((x) = (1+2x) Arg th x 7.12 fx)=x"shx
Solutions
7.1 Calculde  F(x)= dx
x (Log x)2
dx
On effectue le changement de vanable: u=Logx = du= =
du 1 -1
F(x)=J'u—2=T+C=Lng+C. |
dx
7.2 Calcul de F(x):J———
xv 1+ Logx dx
On effectue un changement de variable : u= Logx = du= <
F(x):J du =2/1+u+C=2./1+Logx +C. [
v 1+u
xLog x
7.3 Calcul de  Fx)= % dx .
{1 +x%)

Effectuons d'abord le changement de variable y=x* =>dy=2xdx.
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1 Lo . . o .
F(x)=—. [ 24 dy . Maintenant, faisons une intégration par parties en posant

a+y)?
u=Logy.doncu' =— etv'= doncv=-— .
Y y a+y)>? (1+y)
1 Logy 1 dy
FX)=-— —2_ ¢+ — | ————_,
=T iy 4Jy<1+y>
111 ;
Or y+y) -y d+y - ccladonne donc:
B 1 Logy 1 1 y I
F(x)—‘zmﬁ'z. g _l+—y +C.
2
1 Logx 1 X
= - —27 4 Log +C.
2 1+x2 4 1+x2
S x
7.4 calcul de Fx)= | x€ dx . |

on effectue le changement de variable t= Vx= dx=2udt.

2 a2 3 At
Fx)=|t".€ .Q2tdy=2.v.€ .dt=F; (1.

il faudrait faire trois intégrations par parties successives pour abaisser le degré du
polyndme P(t) = 2 ¢ dans la derniere intégrale . En pratique , on utilise la méthode
(simple ) suivante : sachant que F () sera également le produit d'un polynéme de

méme degré et de € on écrit F (1) avec des coefficients indéterminés :
F,() = (a® + b+ ct + d) e
En dérivant F (1) et en identifiant , il vient :
F)= [’ +bf+ct+d)+@Ba’+2bt+o)le'=2¢.e".

On simplifie par €' puis par identification , il vient :
a=2;b+3a=0;c+2b=0;etd+c=0.Celadonnea=2:b=-6;c=-12
etd=12. Par conséquent :

3 1
Fx)=F,)=Qr -6 +12t+12)€ +C.

X

=2. x/x-3x-6/x+6)€ +C. n

sin x
7.5 Calcul de Fx)= Jcos x€ dx.

On effectue , naturellement , le changement de variable :
u=sinx.=du=cosxdx. etona:
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( u u sinx
Fx)=]€ .du=€ +C=¢€ +C.
J |

2x X x. 2 X
7. 6 Calcul de F(x)= (e cos @ dx=J (e ) .cos€ dx.
J

X X
Onposeu =€ = du=€ dx donc F(x)=J'u.cosu.duC1u'011 intégre par parties
Ju.c’osu.du:usinu-J smu.du=2u.sinu+cosu+C.

. X X X
Dol F(x)=€ sin€ +cos€ +C. a

SMX + CO8 X

7 .7 Calcul de  Fx)= JM dx

En divisant le numérateur et le dénominateur par cos x , il vient :
igx-1
F(x)= d
<) J gx+1 *

On effectue maintenant le changement de variable :

d . u-1 du
u=tgx = x=Arctgu et dx= u2 . Don F(x):J' . >

l+u u+l 1+u

La décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle sous le signe
somme, donne ;

udu du 1 2
Fx)=|—— - .Log (1 +u®)-Logll+ut+C,

1+u2 1+u 2

1
D'oil F(x)=7.L0g{1+tg2x)-L0gli+tgx|+C.
ou encore F(x)=-Loglsinx +cosx|+C [ ]

7.8 Calcul de FCX)=ng2xdx.

On fait une intégration par parties . On pose :
u=x doncu=1etv=1gx donc v=1gx-x.

2

x
F(x}:x(tgx-x)-j(tgxx)dx, d'oll F(x}=xtgx~x2-Loglcosxl+?+c‘
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2

Par suite F(x)=xtgx—x7-bogloosxl+c. [ ]
7.9 Calcul de  Fx)= & _ l dx .
3+5x2 3 1+%X2

Effectuons le changement de variable suivant :

= [ > dx= | 3 d
u= ? .Xx donc X = 5 u
F(x)-—f [ — Arctgu+C.

1+u 15

. 1 3
d'ou F(x)=——Arc{g( -?’—.x)-i-C
Vv 15 :

7.10 Calcul de F(x)= J' v x*-1dx.

On fait une intégration par parties en posant :

u= xz—l doncu' =

et vi=1 donc v=x,

Xt -1
2
F(X)=x\/x2-1-J‘ * dx puis on écrit X=x-1+1:
2
X -1

=x xz-l-F(x)—J' dx d'ou
v x*-1

2Fx)=x xz—l—Loglx+\/ x>-11+ C.

X 1
Ou encore : F(X)=7 x* -1 -7.Logix+\/ -11+C.

[ |
7.11 Calculde Fx)= J(l +2x)Argth x dx.

On fait une intégration par parties en posant :

u=Argthx donc u'=

etv'=(1+2x) doncv=x+x’
1-x

F(x)=(x+x2).Argthx-J'x+x
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F(x)=x(1 +x) Argthx + [% dx puisenécrivant x=x-1+1

F(x) = x(1+x) Argth x + x + Log Ix - 1+ C ]

r.
7.12 Calcul de F(x)= x? shxdx .
Y
On fait deux intégrations par parties successives en posant :

u=x2 doncu'=2x.etv'=shx doncv=chx.
(
F(x)= x*chx-2 | xchxdx puis en posant :

v

u=x donc u =1cet v =chx donc:v =shx.

F(x) = x*chx-2.[xshx -Jshxdx }

F(x)=xchx-2xshx+2chx+C. |
Dans les exercices suivants, calculer les primitives les fraction rationnelles
5. .4
+x -8
7.13 =27 114 fo-—20
x" -4x x +1)(x—2)2
10 x-1
715 f0=—5— 7.16 f0=——s.
x“+4x+5) (x“-x+1)
Solutions
4+ xto8
7.13 Calculde F(0)= | ———dx.
X -4x
On commence par décomposer la fraction rationnclle f , en ¢léments simples,
dans R (x)
2 2 7 1 ) L
fx)=x"+x+4+ Tty 3 xg3  Puisenintégrant, cela donne :

3 2
F(x):%+X_+4x+2Log|x|+7Log|x-2|-Log|x+2|+C.

2
7[
(x-2) ‘
X+2 +C

7.14 Calcul de F(x):J—Z—SB'——de. u
(x“+ 1){x-2)

On décompose la fraction rationnelle , en éléments simples dans R (X). Il s'en suit

& %2 R
ou encore F(x)=7+—2—+4x+Log X
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1 3 3x+1
F = [ - NELE de.
(x-2) 5{(x-2) 5x"+1)

103 Lo b - 21 3 2x 4 1 dx
- . glx - + o . —_—dX+ = .

x-2) 5 10 e 1) 5 IE
. Loglx 214 — Log(X2+ D+ — . Arcigx +c. M
—m—? oglx - +iﬁ' og (x™ + )+?. clg X .

dx

(x2 +4x+ 5)3
Le changement de variable simple t = x + 2 (mettre sous la forme canonique),
transformcrait l'intégrale comme suit :

F(x) dt
X)= .
@+ 1y

Une intégration par parties de celte derniere intégrale augmenterait le degré du
dénominateur, au licu de Fabaisser, Ainsi, pour le calculer, on pose, pour tout

7.15 Caleul de Fx) =

ne N* I = . et 'on va établir une relation de récurrence entre

@+ 1)
J et . en faisant une intégration par parties .

P 1 : -2nt .
0sons : u= =0 =— ¢l v = = v=1,
W1 @+t
2
.. t rdt
Ainsi ; an{ > }a-Zn =T
a+ " @+

En ajoutant el retranchant 1 dans la dernitre intégrale, on obtient

I = +2nJ, 20l .

W+ "

On en déduit la relation de récurrence :

3 _ r _‘_(211-1)J
T an et N2 ST

. t 3
Ainsi Fix)=1;= — 7 Ay
47+ 1)
t 1
Lz=——+ 1.
2@+ 2
dt
et I = 5 = Arctgt+ C .
t+1
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Par conséquent , on peut écrire :

t 3 I 1
F)=— 2+T[ > +7.Arctg[}+c.
4 + 1) 20+ 1)
en renvenant ila variable x , cela donne :
X+2 3x+6 3 X
F&x)= 3 5+ 5 + —Arcig (x+ 2)+ C. [ |
4(x“+4x+ 5 8(x"+4x+5) 8

xz—x+1)2-

1 2x-2)d 1 2x-1)-1
F(x):T.J'(ZX—)-—X—zzi.J‘(:—)-———de
(x“-x+1) G -x+1)
11 dx
oFox+l) 2 fEox+1)?

_ -1 8 dx
(xz-x+1) 9 -1 2

H\/E}”}'

-1 4/3 dt o o[l
= - . u = .
&ox+1) 2 W+ 1) [ﬂ]

Or d'aprés la formule de récurrence, établie dans l'excrcice 7.15,

7.16 Calcul de F(‘)=Jm
{

d ) ! ! Arcigt+C
ona: =Ja = + —. AIC .
@+ 1) 2t +1) 2
Par conséquent, en revenant 2 la variable x, il vient :
-1 2x -1 1 2x-1
F()=— - + 5 Arcig ) M) ]
(x“-x+1) 6(x°-x+1) V3
7.17 Calculer les primitives des fonction irrationnelles suivantes :
3 4 /3
2., + X+ ﬂ
1°) f(x)= —‘é—_" 2%y f()= ———
X -8x x(V/x-1)

Solution 3
2.
1) Calcul de  F(x)= J _@ dx

3
X -8x

On commence par chercher le dénominateur commun k des exposants

rationinels de x . Ici k = 6. On effectue alors le changement de variable

x=t6 = dx:615
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2.8+ 6.8 dt = 2t
PR

F(x)=
t-8t t-8

On décompose en éléments simples dans R (X) la fraction rationnelle :

dt.

£ +2t 2 3 5t+6
f, (0=~ =t"+ >
r-8 (t-2) t°+2t+4
P+2t. O 5 ) d
3 dt=—+3.Loglt-21+—.Log (" +2t+4)- | o———.
-8 3 2 r'+2t+4
dt
. a dt 1 V3 t+1
ou: |\ % = > =—, 5— = —— . Arclg | — +C.
r+2t+4 t+1)"+3 /3 (t+1) . V3 V3
— |+
V3

En revenant 2 la variable x , cela donne :

1
F(x)=\—g—;+3Logl6ﬂ-2l+—§—Log(3\/;+26 x+4)-—\/—_—Arctg

3

4/ X3+\/—;d
—_—aX.
x (V' x-1)

Le dénominateur commun des exposants rationnels de x estk =4 .
On effectue alors le changement de variable x = t* >dx=41.dt.
2

£+ ¢+
F(x)=l{4 Jz

2)Calculde F(x)= [

1
dr.

t 3
—7—4t dt=4.
t (" -1) -1
3-1+2
=4, 5
-1

En revenant 2 la variable x, cela donne :

1+t
d[=4t_2.L0ngT[—I +C“

[i__

x+1

]+c.

V3

4
Foo=4.°V/x-2 . Log | ANy n
1- X
Dans chacun des exercices suivants calculer les primitives :
1
718 fW=——  7.19 f=—— [
x-3HVx-2 (x—l)2 x-1
f(x) = x+3 £60) x+4
e X)= ——————— .
7.20 s ax < 7.21 /m
1 —
7.22 fX)=—pe——. 7.22 f(x):/)_(2+2x+2.
x v 1-x*
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Solution

1
7.18 Calcul de F(X)=J—£——dx.
x-3HSx-2

On effectue le changement de variable : (= V' x-2
Doux=t+2 etdx=2t.dt

2
F(x)= “+3) 2tdt =2. (1+—2——2—) dt
([2_1).[ t-1 t+

t-1
= 2x+4I_ogl[—_—'_—ll +C.

En revenant 2 la variable x, cela donne :
vx-2-1

+C. ]
Vx-2+1

F(x) =2x+4Log

1
7.19 Calcul de Fo= | —— /22 4x
[(x-n2 x-1

On effectue le changement de variable :  t=
2

x+1
x-1°

Dol x= 5 et 2tdi=— -
-1 x-1)

En remplagant dans l'intégrale; il vient :

2 2,2
F(x):J([ +1\.[.(-t.dt)= —Jt—ﬁjﬁdt.

2-1) :

-1
1 1
2
= - _— ———— [
/{(1 +2+1_1 t+1)d

3
t
= ——3—+2I—L0g|l-1| Loglt+11+C.

En revenant 4 la variable x cela donne :

Xx+1

+1
5-7x) [x+1 x-1
RN CLIA B LS o L Y o m
) 3(xx-1) Xx-1 g <+ 1

x-1

3
7.20 Calcul de F(x)= J X ax.

v 5—4x-x2

1 -2x-6 1 (-2x-4)-2
F(x):-—z— ———————dx=-—2— ~——dx
\/5—47(-)(2 \/5-4)(—)(2
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= Js 4xx2+J—d—x-——
S x+ 2

2 L (X+2
=-J5-4x-x +Arcsnn(Tj-+C

x+2
Cette derniere intégrale s'obticnt en faisant le changement de variable 1= — [ |
+4
7.21 Calcul de Fix)= J A dx.
VA e2x-3

F @) 1 J' 2x+8 d IJ'(2x+2)+6 dx
= — . | ———— = | = .

/ 2 /
2 x2+2x-3 x2+2x-3

=/ x2+2x-3 3.J-dx—-
Vix+1)-4

Pour le calcul de cette derniére intégrale , on effectue le changement vanable :
2t=(x+1)=>2di=dx.

J dx =J' 2dt =J d =L0git+\/ [2-1l+c.
Jx+1P-a JSa-a JEo1

En revenant i la variable x, cela donne :

+1 1
F(x)=./x2+2x—3-3Log (x2 )+T' X+ 2x-3 ’+C B
7.22 Calcul de  F(x) dx
. alcul de xX)= | ——.
/ 2
X 1-X
lere méthode ; on effectuc le changement de variable x = sin u donc dx = cosu du .

Ce qui donne :

cosu.du du
Fx)=| ———= | —.
sinu.cosu sin u

. u
On effectue un nouveau changement de variable 1= 1g 5

(méthode générale pour le calcul d'intégrales de fonctions trigonométriques . Voir
plus loin ) . Cela donne :

2dt
et du= > - {car u=2. Arctgt).
1+¢ 1+¢

- du 1+ 2.dt | dt
Ainsi ; =l > = — =Logltl.
smu t 1+t t

Ainsi, en revenant successivement, 4 la variable u puis & la variable x, il s'en suit

sinu =

1 .
F(x)=Log | g (—2— Arcsin x)‘ +C.
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2éme méthode : valable pour le calcul d'intégrales du type :

1
onpose u=

J dx
(px +q) v ax?'+bx+c) B

1 -du
Dans notre cas, on pose : u=— donc dx=—.
. X 2
Ce qui donne : u
du

2

F(x)zJ “ J M rogu+ S 11+C
Y.
u u
= -Log |—+——\/1 X '+C =Log!xl-Log(l+/1- x)+C [
7.23 Calcul de Fx)= [ S xEe2x+2 dx.

On écrit F(x)= J J x+ 1)2 +1 dx puis on cffectue le changement de variable

(x+1)=sht=dx=cht dt.

h2t+ 1 1 t
F(x)= J\/ stft+1.chdt= Jchzdt=J(c ]dt: S sh2t+ = +C.

2 4

1 1
Par conséquernt : F(x):z.shZArgsh(x+1)+7Argsh(x+1)+(‘. u

Dans les exercices suivants, calculer les primitives des fonctions trigonoindingues

7.24 f0= oy 7.25 (0=
7.26 f(x):——ﬂ——z—v 7.27 f(x)=J‘/S—;~i—;~§
cos X {1 + cos™x)
7.28 f(x)=1+1tgx 7.29 fx) =
Solutions
7.24 Calcul de F(x)=Jﬁ§i—%~x

La méthode générale consiste A effectuer le changement de variable suivant :
2dt

X
{=tg7=>x=2ArCtgl ef dx= 5
1+1
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1-12 21t

cosx = eLlgX= — .
1+ 1+t 1-¢

En remplagant dans l'intégrale ci-dessus, il vient :

smx=

2.dt 2 3-1
F(x)=[“_z=—-1-og /3 +.C
3. /3 3+t
ﬂ-tg—;—
En revenant A la variable x, on obtient : F{x)=— Log —F |+ C. |
V3 ﬁ+tg-2—

dx
l+sinx-cosx

7.25 Calcul de F(x):J

En effectuant le méme changement de variable que dans l'exercice n® 7.24
(ci-dessus) on obtient :

dt 1 1
F(x)=4[—“2—=J(T-m)d[=[ﬂg|ll-lﬂgll+1|+C.

7+t

X

L

D'oir F(x)=Log + C. ]
1+ 1g 5
mnx
796 Calcul de F(x)= | ———% —dx.
cos (1 +cos” x)

La méthode générale conduirait a des calculs trop compliqués.
Remarquons que cette fonction peut s'écrire sous la forme : F(x) = sinx. R (cos x).

On effectue alors le changement de vartable u=cos x = du=-sinxdx.
Ce qui donne :

-du 1 u 1 2
F(x)= — 5= |t szu.=-L0qul+§—.ch(l+u)+C.
rn (14+u7) u l+u

J i+ cos® x
D'oi F(x)=Log | ~orq— |+ C - |
7.27 Calcul de  Fx)= J'___\,tgx dx .
sin 2 x

ona F(x)= J’—_——- “[gxdx-.—J___._ VEX  ax

2. s x cos X 2.tgx . cos”x

Cetie fonction f s'écrit seulement en fonction de tgx et de puissances paires de cos x
(ou de sinx). Donc on peut effectuer le changement de variable  u = Igx.

http:/ / fribok.blogspot.com/



Calcul pratigue des primitives - 157

ona: du=(l+tg’x)dx= Donge :
s X
Vv d
F(x) = z—tt-g?x{—’;—]= édu - | qu=vaec.
g cos” x v 2/ u
Par conséquent : Fx)=vigx+ C, [}
d
7.28 Calcul de F(x)=J'ﬁ£.

On effectue le changement de variable u = tgx

donc x = Arctgu et dx= D'oir :

1+0

Foo= | —2 1 L P
(1+u)(1+u2)2 (1+u u2+lj

I 1 2 1
-j.Log|1+u|-I.Log(u +1)+?Arctgu+C

1

2Logloosx!+-i(-+C. a

1
Dol F(x)=—=.Logll+tgxi+ 5

2

7.29 Calcul de F(x)= J'tgsx dx .

F(x)=J'[tgx.(1+tg2x)—tgx]dx.

2 sinx
= [tgx(l+tg'x)dx - uosxdx'

Dans la premigre intégrale on pose u = tgx. et dans la seconde , on pose v =CosX .

Cela donne :
& 1,
Fx)= |u.du- | —==u“-Logivi+C.
v 2
1
Finalement F (x)= - g% x - Loglcosx 1+ C n

7.30 | Calculer les intégrales suivantes :

dx sh x
1 = 2} = | — ——-dx.
) I jshx+20hx J J1+ch2x X
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dx

1 1 =|___ =
) Caleulde 1 Jshx+2¢hx'

On écrit la fonction sous le signe somme en fonction de e* :
1 1 2¢e*

shx+2chx  x .= o 3% 41
s—te te

On effectue alors le changement de variable t = ¢* | donc dt = ¢* dx . Il S'en suit :

I_J'Zexdx 2 J VENT

3e¥+1 /3] (/3 .00 +1
2 2
—  Arcig S3t+C= —Arctg (V3.0 +C
V3 3

hx
2) Calcut de = _Sax
) I Jl+ch2xdx'

1+ch2x=1+sh2x+ch2x:2ch2x.

Do I= J sh xz dx . On effectue le changement de variable
2. ch™x

t=chx =>dt=shxdx.

- dt 1
Doi J=|—=-—4+C Fmalement: J=—+C.
[2 t chx

http:/ / fribok.blogspot.com/



159

Intégrales généralisées -

8.1

8.2

INTEGRALES GENERALISEES

+ o

dx

Etwdier par un calcul direct, 1a nature de l'intégrale : I= J -
x"-1

Solution
Posons, pour lout x e R-{-1;1) :fix)=

x2-1

L'intérale 1 admet deux singularités en 1 eten + ee.
Pour cela on écrit pour a >1 :
1

I x
xz—l

0

a + oo
dx dx
+ +
x2—1 x2-1
1 a

xeR-{-1;1} fCO=
1
2

=1 +I +1,.

1 1
Ix-1 Z&x+1)

En outre : pour tout

x-1

Une primitive de f est donnée par  F (x) = =~ Log 'm .

Par définitionona: = lim [F(Xx)-F(0)]=-c doncI estdivergente et

dong I aussi. x o1

Etudier la convergence des intégrales suivantes

1 +oo

Logx
x-1

|

0

dx. et J=J

1

Logx
x-1

dx .

Solution

Pour I : on a un probléme au voisinage de 0 et au voisinage de 1

{ Loglx nest pas définie en ces deux points) .

[

1

Logx

X -

Logx .
Posons donc 1=1; +1, avecII=J xj‘gT dx erI2=J' cdxonl0<c<]

0 c
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8.3

auvoisinagede 1: L8X Logx-logl

x-1 x-1

qui n'est autre que le taux d'accroissement de la fonction Log au point 1

Log x

donc on aura 7 ~1' 1 donc 1, converge
an vojsinage de §

Log x

e -Logx quand x -5 0.

c C
Etcommecna -Logx dx=- lim Log x dx =- lim [xL,ogx-x]z

£-20 £ 0
0 £
=c-clogc

Donc I, converge .
En definitive 1=1, +I, estconvergente .

+ oo
Pour I: ;- Log 1" dx on fait le changement de variable 1= -
- . X
1
0 0 i
[P Lo d L Logt
d'on I= Logtraty _ et 1= 08 dr.
1 2 t{1-1) tt-1)
—-1
1 1 Y
1 1
Logt Logt
£ dr - oe d =1+K.
i-1 t
0 0

on I est I'intégrale convergente précédente et

i
1
Logt hY
K=J' —ti dt =- lim [(Log)] =+, Donc K diverge.

2

e 0 [3
0

Ainsi, J qui est 1a somme d'une iniégrale convergente et d'unc intégrale divergente
est divergenie
]

Préciser la nature de liniégrale généralisée suivanie :
+ oo
dx

1= .
x(1+x2)

Solution
1 est bien une intégrale généralisée puisqu'on inigre sur un intevalle infinie.
Le scul problime qui s¢ pose icl, ¢'est au voisinage de +ee

http:/ / fribok.blogspot.com/




Intégrales généralisées - 161

8.4

8.5

Or au vdisinage de +oo f(x) ~ _15 etf(x})>0 Vxe [1,+0].
+o0 X
+ 0o + o

1
I= f{ix} dx est convergente car J = dx estconvergente .
X

1 1

Quelle est la nature de l'intégrale généralisée

+ oo

Arcg x
I= zg dx.
X

o

Solution
Test une imégrale généralisée car I'intevalle d'intégration est infini, et en plus quand

x tend vers 0 : f(x)——> + oo
f est définie et continue sur ] 0,400 [

1 + o

2
X

Arcig x Arcig x
posons I=1+1, avec I, = i dx et I,= JA x;g dx.
0 1

Surlo, 1] f(x)>0.

Al

. . 1 . . ,
Au voisinage de 0 : {x)~ — ,or J’ (E est divergente donc T diverge aussi.
X X

0
0

Etudier la nature de l'intégrale généralisée
+ oo

Solution
On cst en présence d'une intégrale généralisée, avel f définic et continue sur [0, +o0o]

et f(x) >0 VYxe[o,+f.

- X

L <
au voisinage de +eoona:  f{x)=~ -
Etonsaitque lim x%e*=0 pourtoutr >0 .
X =+ o
Donc x"e¢ <M pourx voisinde+ = {(x 2a>0}.
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8.6

M

o+l
X

En particulier si ¢=1, onaura:

- % %

L. e M &

Ainsi: x°-- € —=-—¢
X X X

+ oo
- X
e

— <
X

ang

X
donc J' e dx est majorée par une intégrale de Riemann convegente,
X
a + o=

dong ¢lle est convergente . Par conséquent : J f(x)dx est aussi convergente .

a

+ o2 a o0

Finalement: [= J f(x) dx =J foodx + J, f(x)dx.
0 o a

Ainsi I est Ia somme d'une intégrale définie et d'une intégrale généralisée convergente

ce qui impligue que 1 est convergenie,
|

+ o0

Etudier Yexistence de l'intégrale @ [= J’ (x+1- XX+ 2x+2)dx.

1]

Solution
Soit f définie par fx)=x+1- v X+ 2x+2.
f est définic continue sur [0, +oo | , f(x)<0 vxefo,+ef.

Le seul problame qu'on a dans cette intégrale généralisée se situe au voisinage de + =
1

2

(X+1)2} '

Posons: A= (x2+2x+2)2 ={x+ 1)[ 1+

Soit u= 5 - Lorsque x est au voisinage de + o, 14 est au voisinage de 0 et
(x+ 1)
1 1
ona: V1+u = 1+Eu,—~8—u2+uza(u)
1 1 1 1
=1+ 7 ri 45( 2}'
200+x) 8(1+x) x+1) x+1)
1 1 1 1
Donc : A=(x+1) + - 7+ 3 E[T]'
2 +x) 8(1+x) x+1) X
D'ot f(x) ! ! + ! E !
U : x)=- + S
20+ 1) gixe1) ®+1) (XZ}

-1

) 2{x+1)°
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8.7

8.8

+ oo

1 . .
Or: J ETCrS)) dx est divergente, donc I est divergente.
! |

Soit p € N*
1) Montrer que ia fonction x — (Log x)P est intégrable sur ] 0,1].

1

2) Calculer I = J, (Log x)° dx . en faisant le changement de variable

0
t=logx

Solution
1) Onsaitque ¥V &> 0 lim x* (Logx ¥ =0.
x—0

pou =1, ilexisen>0 telque :[0<x<n = K*@Logx)Pl <1’

1
D'od i(Logx)® <~ au voisinage de 0, et ce pour tout & > 0.
X

En particulier pour o= _;. ona
n

dx  eg convergente donc I(Logx)Pidx estconvergente .
172
0 * 0

dou Ip est absolument convergente donc convergente.
2) t=tgx —x=¢ dob dx=¢ di.
0 0
I, =lim Pe'dt = lim J avec T = e du
g0’ +
Loge e—0 Loge
o
P la
Log €
d'oll Ip=11m J€=-pI

g0’

=[P at10
or JE-[L c]mgg-p

b1 el par récurrence on alors Ip =(-1) 1p! I

doi I, =1lim Logxdx=-1 .Finalement: I =(-1 p!

+
e—0 [}
£

+ o
p-1

dx suivant les valeurs de p

Préciser Ia nature de I'intégrale J
x+1

0
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Solution b1
Lafonction x—-»~  esidéfinie sur R*, ¥V peR.
x4+ 1 +
p-l
au_voisinage de 0 ona x"“ .
+
pov a>Oona xF
Clest-a-dire p> 0. .

xp-l
au voisinage de +co  Soit TR 9%

p-1
X - ..
Or ~ %P2 au voisinage de + oo .
T+x
+ oo + oo
donc X %dx = dx .qui n'est convergente que si 2 -p>1 dod p<1
x* P
a a
+ =
1
Par suite I'intégrale dx estconvergente siet seulementsi0<p<1.
X
0 |
+ o
8.9 Nature de lintégrale 1= dx pour n € N*,
(Log x)°
Solution
Le seul probléme qu'on a dans cette intégale généralisée, se trouve au voisinage
de + oo,

or Yxze onsaitque "/x>Logx

Clest-a-dire : x > (Logx)" doi
+ w

1 . dx
cton sat que —_ dlverge
(Log x)" X

1
— <
X

+ o

est également divergente .

Par conséquent : J
(Log x)°
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8.10

8.11

1
n
. X
soit L= J dx ne Z.
1- x2
0
1) Pour quelles valeursdene Z, 1 existe t-il 7 .
2) Etablir une relation de récurrence entre les I
3) Calculer I .
Solution

1) Pour cette intégrale généralisée 1, , il y'a probleme en O eten 1
Au voisinage de 0:

n
X . s
~ x" donc on n'aura convergence que sin> -1 . Cestadiren >0

J1-x20

Au voisinage de 1 :

x" 1
ona ~
V1-x2 1 /1-x2

.dont I'intégrale converge en 1. Donc I converge

pourn 20
2) En faisant une intégration par partie de I on trouve :
n-1
L=—01L.2:
2k)! i
3)pourn=2k onaura: I”=—2(k—)21c avec I":_i-
2°7 (kY
22K (k12
pourn=2k+1 12k+1=m11 avec Il=1'
[ |
Etudier l'existence de l'intégrale suivante en fonction de o
4o 1
I =J X (1-e ﬁ)dx.
o
0
Solution
Au voisinage de 0 :
1
Ona x% (1-¢ ‘/;)~ X"
0
a 1 a
D'ou x*(1-e Vx y~ | x®dx. quin'est convergente que si o >-1
0
0 0
Au voisin +oo

On sait que 1 - e* = - x + € (x) pour x voisin de 0
http:/ / fribok.blogspot.com/
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1
Donc : 1-e"G~—-1-—. pour x voisin de +oo
v'x
A 1
e =
D'oil : xa(l-eﬁ)'-x 2 lorsque X — + eo
+ oo 1
- —
2 . 1
Ainsi : J X dx converge si @ <--

4+

i

1
Finalement : ‘[ xXX(1-e ‘/;) dx converge siet seulement si:-l<o<- .
0

8.12 Préciser la nature de l'intégrale

- y“ﬁm(%J

= Toa(l+ 0 &

0
Solutien
ay voisinage de O :

1

VX sin(=)
x? v x
< ¥V x>0
LOg (1+X) Log(l +x)
VX 1

an voisinage de 0, e(+0 "~
og (1+x) Sx
X

. 1
a a X Sm (—E)
comme ax T) our tout a>0, l'intégrale X dx converge
= converge P IR | Ty g

¢ [}

au voiginage de + oo :
1 1 - (1 1
$in —~ — pour X->+oo d'on VEsin| = |~ —.
2 2 X2 3
X 2
2

X
X
1 , 1

et comme - < — pour x assez grand

szog(l +X) X 2

+ a0

dx . o

alors -~ = onverge car majorée par une intégrale convergente.

3
g2 Log {1 +%)
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1
+= \/; sin (?J
.. X
En défimtlve I— f W dx COnVerge .
0
+ o
8.13 Soit 1a fonction définic pour x € R par [ (x)= J o letd.
Q

a) Quel est l'ensemble de définition de I
b) wouver une relation entre C(n+ 1 Yet ' (n)
¢)Calculer'(n+ I )pour ne N.

Solution
a) I'ensemble de définition de I" , est 'ensemble des x € R pour lesquels l'intégrale
+ @

J - Lletq est convergente.
0

au voisinage de Q :ona ¢ 'et~¢* ' . (fonctions positives)

c
or J t* ! dt estune intégrale de Riemann qui converge Si 1-x< 1
0

c'est- & ~dire si x > 0. (¢ étant un nombre strictement positif).
<

par conséquent : ( Folatgy convergesix >0

0

au voisinage de too s

ona e 50 Voae R
donc en particulierpour ¢ =x + 1 =(x - 1) + 2 etdansce cas (¢cfEx 1)

1 - M
flets — - pour tassez grand.
+ o t

donc J' t* 'e'd: comverge Vxe R

[+ + =

PP -1 -t .
En définitive J t e dt  converge six >0

0
Par suite 'ensemble de définition de T"est Dy = Jo, 4|

b) par une intégration par parties, on montre que I' (x+ 1) =xT'(x) Vx>0,
¢) En appliquant la relation précédente pour x=ne N
onaura {n+Ly=n! ). o0 T(1}=1.
dot I'(n+1)=n' ¥Yne N. -
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8.14 1) Soit A € R*, et a e R. Trouver les valeurs de o pour lesquelles V'intégrale
+ =

e ™ dt estconvergente.

4] + oo
c— t
2) a) Soit x € R , monter que —— cos(1x) dt est absolument
convergente t

b) Soit f 1a fonction définie par
+ oo

-t

f(x) = £ cos (tx) dt¢  montrer que f est continue sur R .
t

0

Solution T
I) A>0 etae R,posons I= erldi=1, +1,.
0

1 + oo

oll I, = eM®d et I, = e M dt.

0 i

étudions la convergence de I, etde I, .

pourl :au voisinagede G  ona &7 1 ~t

donc puisqu'on est en présence d'une fonction positive, [; se comporte comme
1

* a1 intégrale de Riemann qui converge si o > -1 (diverge sia <- 1) .

0

pour I, : quandt——+e O0 4 Fett—s0 VBe car A >0

' est bornée au voisionage de + oo, (V f e R ).

c'est-a-dire, pour tout § € R, il existe Me R tel que * &* <M pourt assez

grand,
En particulier si P=o+2 on aura alors: e

Donc 1a fonction g{ = Pt

( M

t
Clest-a-dire que I, sera majorée par une intégrale de Riemann convergente, donc I,

converge et cela pour tout o € R . En définitive I, converge si ¢ >-1 et I, converge
pour tout o € R donc T converge quand les deux indgrales I, et I, sont en méme

temps convergentes, cestddiresio> -1,

2)a)ona:
+ oo + o= + oo + en
-t -1 - L

£ cos(tx)dt | £ £ lcos (tx) 1dt < e—dt: e L- dt
t t St
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Intégrales généralisées - 169

+ o
-1
Donc l'intégrale J le_ cos tx | dt est convergente, car elle est majorée par
g
1
une intégrale convergente (A =1 et o =-—>-1 ) d'apres la premi¢re question.

2
- Ce qui démontre la convergence absolue de l'intégrale donnée.

+ oo

-t
e . .
b) fx)= J — cos (1x)dt , soit x_ € R , montrons que f est continue en x_
t

0

+ oo + a0
et (x-x) tx+x)

-1
fi(x) - f(x°)=J c7_(cos (tx) - cos (ixg)) dt = - 24{ 7 sin 57— sin—

t
o V! o

Comme pour toutu € R :Isinul<lul ona:
+ o=

E(x) - £ (xp) 1< 1x - xg [ el /Tdi= Ix-xglL
(1]

+ o0
. 1
avec : [=J e '/t di qui est convergente (A =1 eta ='j“>'l)'
0

donc I est finie
Alors si x — x_ on aura f(x) — f(x} , c'est-2-dire que f estcontinueenx_, . W

8.15 Soit a,b tels que o< a < b et f une fonction définie et continue sur [0+ oo [ .

(9 _—
On suppose que la fonction t—— —=  est intégrable sur [ 1+ e[,

kx)

f s
1) Moatrer que la fonction x—> —(x— est intégrable sur [ u,+oo |
Yu>{ etk>0.

+ oo au

2) Montrer que J fox) - @) | ( f%). "
X
bu
f(bx) - f(a .
3) Montrer que la fonction x-—— J:_ﬁx_ﬂ sst intégrable sur [0,+oo]
+ oo

et J de = f(o)bog—:)—.

0 + o

bt at
[+ ~€
4) Prouver la convergence de V'iniégrale J - dt et calculer sa
valeur 0
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Solution

1) La foncticn f(Tt) est intégrable sur [1,+ o= [ définie ¢t continue sur ] 0,4e0]

posons t=kx .Onadonc

+ = ¥ ky
f(k flk f{t) dt
I=4{ ~(—x-)-dx= lim [ (x)dx= hm J _Q__
X X t
Yy =+ o y >+ =
u ] uk
1 4 oo
fi
=J 9dt+J f—(t—)dt
1 t
uk 1
=1, +1,

Les deux intégrales I, et I, sont convergentes, car la premicre est une iniégrale
définie et la deuxidme est convergente d'aprés Ihypothése.

2) on a montré ci-dessus que :

+ = + o=
fi
J (kx)dx=J, 1@dt. Yk>0.
X 1
u uk
+ oo P+°°
fi
D'ou: sik=b J fibiczr:ix= th
u Jlb
+ oo ot
fi
u 'Jua

aa + oo au
0

X N X +
Uu— 0 o u—o bo
or f@=@+f(t) - fto)
t t ¢
[ f f f .
o0 [0l s e |
Wb b ub ub
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ua

<Ifo)I Log{ = |+ Swp 19 f(o). =
b t

t &€ [ua,ub]

<1 f(0) | Log (%] " S 1H0-0)1. Log (%) .
Lte [ua,

Orsiu—0, Sup If@®y-flo)y1 — 0.
t € [ua,ub)

4 o
. f(bx) - flax] a
donc  Em J i-iﬁdx <1f(0)I Log +

+
u— 0 u

Donc la fonction w est intégrable sur [0, + oo [.
X

au au au

D'autre partona: J f(—:)dl=J' fgd“‘J 10 - 1) d::f(o)Log%—+Iu.

t
bu bu bu

avec Iu=J' i -10) 4 . Montrons que lim I,=0
b

u-=90

t
te [buay] u— 0

ona IluIsJ |f(t)'f(°)|dts Sup If(t)-f(o)l.Log%——-—)O.
b

+ 00

bx) - f
donc Bm I,=0 Do f(bx) - f(ax) dx = (o) Log -
u— Q X
0

4) Cette question n'est qu'une application de ce qui précéde pour f définie par
fy=e ' fest définie et continue sur [0+ oo { .

-1
La fonction (— € estintégrable sur [1,+ oo [ .
1
(verifier le) !

+ od
bt at
e -e
donc I=,( — dt  est convergente
0

a a
et I= f(o)Log-—E = LogT)-.

http:/ / fribok.blogspot.com/



172 Développement limité

9.1

9.2

DEVELOPPEMENT LIMITE

Les fonctions suivantes admettent-¢lles des développements limités (DL)
al'ordre 1 au voisinage de O :

f(x)=LogIxIi g(x):sin-)—l(— h(x) =sin /Ix| .

Solution
Une condition nécessaire d'existence d'un DL au voisinage de x_ est que la fonction
admette une limite finie quand x tend vers x_ .

Ce qui n'est pas le cas pour les fonctions f et g ainsi ces fonctions ne peuvent
admettre de D.L. au voisinage de 0.
Supposons que : sin V' IxI=a +a x +X€(X) avec Im e(x)=0

On déduit, en faisant tendre x vers 0 que a, = 0 x>0
~sin/lxl i
etque Im —— < lim (a; + € (x)) = a,.
x>0 x—0
i i osnVx

ce qui est absurde, puisque : Im ————=+oc0 n
X =
x>0

Discuter suivant les valeurs de V'entier naturel n 'existence d'un DL a 'ordre 2

1
au voisinage de o de la fonction définie par:  f(x) = x" sin =

Que peut-on dire de I'existence d'un DL a l'ordre k au voisinage de 0,k € N,

Solution !
Draprés 1'exercice 9.1 la fonction sin < n'admet de DL a aucun ordre au voisinage

de 0, ce qui élimine le cas n = 0, prenons donc n 2 1 et supposons que f admette
le DL suivant :

1 " .
xnsm—x— =ao+a1+a2x2+x2£(x) » 0 21 enmaineque a,= lim f(x)=0

x— 0

.. 1]
On a alors, en divisant par x : x" sin—=a; + 3 X+ xe(x).

un tel DL ne peut exister que sin - 1 > 1.
De méme, n > 2 entraine que a, =0 .

En redivisant par x, on obtient :
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9.3

. 1 .
x" Zsin—)—(— =a,+¢€(x). Etfinalement n-2 >1.

Ainsi pour que f admette un DL a l'ordre 2 au voisinage de 0, il faut quen>3.
Montrons que cette derni¢re condition est suffisante .

Eneffet,sin>3

1
2sin? on a bien lim e(x)=0.

x" sin 1. x"g(x) avec g(x)=x""

X x>0
Ainsi f admet un DL d'ordre 2 dont la partie réguliére est le polynéme nul.
Supposons que f admet le DL d'ordre k suivant :

X" sin 1/x = a, + a;x +... + a x¥ + 0 (xK) %))
Montrons que tous les a; sont nuls. En effet, dans le cas contraire on peut écrire :
xMgin 1/x = a, xP + a5, 1 Pt akxk +0 (xk) )

avec p<k et a,#0.

- Supposons que n > p. En divisant (2) par xP on obtient :
XUPsin 1/x = ap + ap, 1+t gy KP4 o(xKP)
on a alors a, = lim x™P  sin 1/x
x—> 0
Si n=p ondoitavoir a, = lim sin 1/x. Absurde.

x — 0.

Si n>p onauraitalors a, = 0. Ce qui contredit 'hypothése.

- Supposons que n < p. En divisant (2) or x™ on obtient :
sin 1/x = ap xP™ +..+ ay xkm g o(xkemy
Ce qui conduit 2  lim sin 1/x = 0. Absurde.
x> 0
Donc finalement tous les a; sont nuls et (1) devient x" sin 1/x = o (x
On ne peut avoir k>n car sinon on aurait
sin 1/x =0 (xk'n) et alors lim sin 1/x = 0.
x— 0
Ainsi une condition nécessaire d'existence du DL (1) est que
n>k etay=a;=..=a=0
La condition suffisante est évidente puisque
n>k = x" sin Jx=0 5 ]

k)

Trouver le DL 2 l'ordre 5 au voisinage 0 de la fonction f définie par :
f(x)=asinbx-bsinax aveca,beR.
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Solution

3
sin X=X -

31!

5

5!
3

+o(x)

3 5

b’ x

51

S

sin bx = bx - + —— +o(x)

3!

3 5

57

3

X + 5

asinbx=abx - 3T

A . ba3 3
Dememea bSlnaX=baX'?‘X +

ab (a

57
-b%) 3 ab(a’-b% 5

X +o(x5).

5

x5+o(x5).

+o(x)

f00=—73

57 L

9.4

négligeable devant x* au voisinage de

Soient f et g les fonctions définies par : f(x) =
Determiner le DL a I'ordre 5 au voisinage de 0 de f et en déduire que g est

tg x et g(x) = sin (tgx) - tg (sinx)

0.

Solution
X X x X
smx=x - 37 5'+o(x) et cosx= 1-?+——+o(x)

Appelons P(x) et Q(x) les parties réguliéres respectives de ces DL. Puisque Q(o) # 0,
on obtient le DL de tgx en faisant la division suivant les puissances croissantes
jusqu'a l'ordre 5 de P(x) par Q(x). Ce qui nous permet d'écrire :

2 S 5
+—+15 J+o(x).

3

X
X=X+ + 1%

P(x) =Q(x) (

5
X +

Et finalement : 15

0(x).

Cherchons le DL a I'ordre 5 au voisinage de O de la fonction g.

3

3 5

X 2
Posons u—X+—+Ex5. Ona sin(igx)=u- 5'+0(u)
Or u3=x3+x5+o(x5) etu5=u5+o(x5).
3
Ainsi sin (1g x) = x+x—+-—2—x5) (x +x)+ +o(x)
insi T+ 13 - 3
38
sm(tgx)-x+6-40+o(x)
A X % . v o2
De méme, en posant V=X-33+37 ,ona: tg(SmX)=V+3 3V +o ().
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9.6

Or V3=X3-%+O(Ks) et vV=xP+o(’).
. X 11 3 ) 25’ s
Onadonc: lg(smx}= -l -7 +F+°(x)‘
1,5
Doll: 1g(sinx)=x + +o{x”) .

6 40
Ainsi, g(x)=o0 (x5).
Et donc finalement g est negligeable devant x> au voisinage de 0. [ |

Soient f et g des fonctions admettant des DL a Tordre n au voisinage de Q.

On suppose quc f(x)——-z akxk+0(x‘) awx O<p<n e1a,#0.
k=p

Montrer que 1'ordre minimal q, auquel il fant developper g(x) pour obtenir
leDLalordrende gof(x) est q=E(@/p).

Solution

Puisque la limite de fen O est nulle, on peut dédumre le Di.degof  alordre n
a partir des DL & I'ordre n des fonctionsfet g . Ainsig<n.

Considérons le DL al'ordre nde g ;

g0 = Zn', b, x*+0 (™.
k=0
g ()= kZZO b W+ ().
Posons p(x)=§pakx“ . Onapourtourk2p, & (x) = PX (x) + o (™).
Par ailleurs puisque f(x) 'l;* a, xf . donc o(M(x)) =0 (M),
Finalement, g(f (x)= é,o b XY +0 (™. or PK=o(x™si kp > n

Ainsi I'ordre minimal q recherché est le plus grand entier k tel que kp<n.,
On en déduitque g=E (n/p}.

En particulier si n est un muluiple de p il faut utiliser un DL de g(x) a2 Tordre g =n/p I

Déierminer le DL & l'ordre 6 au voisinage de 0 de la fonction définie par :
f(x) = Log (1 + x sin x)

Solution

3 5
. X X 5
smx=x-§——! +fﬁ+o(x).
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4 8

. _ .2 X X
ASINK =X" -2 St+o(x)

Puisque cetie dernidre fonction est d'ordre deux il suffit de developper log (1 +x)
4 l'ordre 3 pour obtenir le DL de f & l'ordre 6, (voir 'exercice précédent).

Posons
4 6
s XX
=X -ﬂ-'-
2 3
. u 3
Log(1+xsmx}=u-—2—+?+o(u).

X
u?=x? -?+0(x6) et u3=x6+o(x6).

-5
x - —
]- 3 +x—+o(xﬁ).

2 3

4
Ainsi, f(x)= (x -35-'+

Lnl :*a«

. 2 4 61 4 6
Log(1+xsmx)=x -—3wx +?x +o(x).
9.7 En utilisant la relation th'x=1-thx? ¥ xe ]-1,1][, trouverle DL

a l'ordre 5 au voisinage de O de la fonction tangente hyperbolique.

Solution

La fonction définie par f{x) = thx est indéfliniment dérivable au voisinage de 0, elle

y admet donc un DL 4 n'importe quel ordre.

Elle est en outre unpaire, son DL ne contient dong que des mondmes de degré impair

Posons hx=-ax+bx’+ex’+0 (xj) .

Ainsi th?x = (ax +bx> + ¢x') + 0 (xs),

—a2x2+2abx +0(x ).

La partie régulidre du DL de [ a l'ordre 5 étant 1a méme que celle du DL de fa
lordre 6, 0na:

h' x:a+3bx2+5c:x4+o(x5)

On obtient : a+3bA +5exto)y=1-a"x2-2abx" +0(x ).
Il résulte de I'unicité du DL que :
a=1
5 1 2
Th=-a = a=1 b:-T C=E
Sc=-2ab
3
. X 2x°
Finalcment : mx=x,T+ T + 06X )‘
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9.8 Déterminer le DL a l'ordre 4 au voisinage de 0 de chacune des fonctions
suivantes :
| 0= —— » gx)= ——
= ’ X) = —
(X) COS X g sm X
Solution
2 4
- X X 4
cos X = 1_7+ﬂ +o(x).
La division suivant les puisances croissantes jusqu'a I'ordre 4 de x par
X2 X4 X3 4
P(x) =1 Tt donne x =(x+3) Px)+o0(x™).
3
Ainsi = x4 4
Py X+ 5 +o0(x).
X x Soa s X 1
smx=x-—3—T+ﬂ+o(x yd'od pour x # 0 : smx P )
1- 3—'— + ﬁ +0 (X )

Effectuons la division suivant les puissances croissantes du numérateur par le
dénominateur. Cela donne :

2 2 4
P PO | PR S P
6 * 360 315

: 2
) X X T 4 4
Finalement m‘“zﬁaﬁ" +o0(x). -
Remargue : On aurait obtenu un résultat erroné si on avait divisé x par la partie
réguliere du DL a l'ordre 4 de sin x. En effet il faut d'abord s'assurer que le poly-
ndme par lequel on divise ne s'annule par en 0 (voir Tome 1 page 210) .

9.9 Donner le DL 2 l'ordre 3 de f o g - g o f au voisinage de 0, sachant que

3
f(x) = 2 akxk+o(x3).
k=1

3
g(x)= kzl b, xX+0 (x3) .
Elle deduire que la fonction  h(x)= _Logd+x) Log (1 + = 2] .
1-Log® (1+x) 1-x

au voisinage de 0.

est négligeable devant x3

Solution
Posons : u=b1x+b2x2+b3x3.

W =b2x%+2b, b, +0(x) .
zbi o).
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9.10

f(g(x))=a1u+azu2+a3u3+0(u3).
fog(x):alblx+(alb2+a2b%)x2+(a1b3+23,lblb2+a3bi)x3+0(x3).

D¢ méme

gof(X)=b a,x+(b az+bzaf)x2+(bla3+2b2ala,2+b3 a?)x3+o(x3).
fog(x)-g0f(x)=(aby-byay+a,by-bya) )x +(a; by~ ay +2a,b,(b,-a,)

+a; bl -ba )X+ 0 (x0)

Application aux fonctions : f(x:= et gx)=Log(l+x).

Onabien h=fog-gof, 1-x
1 X
O —=1l+x+0(x) domc =l+x2+o(x2) et 2=x+x3+o(x3}.
1-x r? x 1-x
Ainsi  a; =1 a,=0 a3 =1,
2y 1 1
L (1+x)=x——+x—+o(x3) entraineque b, =1 , b =, by= o
Og ) 3 1 2Ty 3T R
En remplagant les a, et b, par leus valeurs dans le developpementdefog-go !
on obtient h(x) =0 (x*}. u
Déterminer le DL au voisinage de 0 de la fonction f a ['ordre n indiqué
a) {(x)=Log(1+thx) (n=25)
X
b = _ =4
) ) =loggs. (=4
Sclution

a - Nous avons déja determiné le DL a l'ordre § au veisinage de 0 de 1a fonction
angentc hyperbolique (voir Exercice 9.7)
On peut l'obtenir directcment, en faisant fa division suivant les puissances

croissantes jusqud F'ordre 5 de la partie régulicre du DL
35

X x
th=x+3——!+3—!+o(x5).
2 4
Par celle de : chx=1+—+—+0(x5).
2 4!
X x°
Onadonc ; 1hx=x-?+21—5+0(x5).
3 5 2 3 4 s
X u [H u u 5
posmsu:x—?+23, alors Log(l+1hx)=uf?+T—z+?+o(u).
3 5 ¢ 4 4 5
x X 1 2 X 1 kS S X X 5
Log (1+thx)=]|x-—= — = 2 KX+ —
og (1+thx) (x 3+215J 2Lx 3}+q(x hep g ro).
2 4
- X X 5
Finalement Log(1+1hx)=x75+1—2+0{x).
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b - On a obtenu a I'exercice & le résultat suivant .
2 4

X 14 X 4
e +€+ 3—60+o(x).
2
2 4 2 4 2 4
.. X X X 1 [x X 4 X X 4
AlnS1IJ)g-Sin_}(_(F+73_6(—)]-T[€+7§86J+0(X) —g*‘m"‘o(x). .
9.11 Déteriner le DL & l'ordre 4 au voisinage de o de la fonction :
Arctg x
fixy=€ %
Solution |
Arclg' x = or ~—ﬁ=1-x+x2+o(x2).0n en déduit
1+x
1+x
L 2 4 4 . , , .
- =1-x"+Xx +0(x) et puisque Arctg 0 = 0, on obtient par intégration :
X
35 2 .4
XX 5 Arcigx XX 4
Arctgx—x—?+§+o(x). ct < =1 3+5+o(:»<).
Arcig x
posas v(x) = -1 ona Ce gui donne :
© 2 8 N 4;2 .
ViX
¢ ““('T*Fj*ivm:i+’i+o(x“).
3°5
2 a
=1-—+23i+0(x4)
3 90 )
L+v(x) : 4 ,
or f(X)=e Par suite : f(X)=e|:1-%+23% ‘I‘D(X‘ .
9.12 Donner les DL 2 l'ordre 4 au voisinage de 0 des fonctions :
1
fx)= ——— o gX)= 1+e°%
I1+gx

Solution
En utilisant la formule

o -1 -1 -2 -1 - -3
(1+u)"‘:1+mu+Ol (o )u1+m(OL o )u3+a(a Mo - 2)o )u“+o(u“)
2! 3l 41
L. 1
On déduit en prenant &= - 5 que
1 1 3 5 35
=l-—u+=v*-—uwt+=ut+ox?.

JI+u 2 8 16 128

3

Parailleurs tgx=x + % +o(x’).
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2
3 3
. 5 35
Ainsi —1—=1-—;—(x+%j+%(x+%—j -%x3+ﬁ§x4+o(x4).
v 1+1gx

1 3 9, 23 5 67 4 4
Par conséquent : f(X)=1—7x+§x TR TR +o().

Détermination du DL de g :
2 ERN 3

X
eu=1+u+u7 +-6-+§Z+o(x4). et xcos:x——2+0(x4).

2
- X COS X X3 1 X3 x3 x6 4
Ainsi ¢ =1+ |X-% |[+=| x-= +_+ﬁ+°(x)'

2 2 2 6
x2 x3 x4
X COS X _ ~or A 4
—1+x+2 3 1124+o(x).
1
1 4 2

2 .3 3
- x X x X 4
1+ 72 /3 ( v+ g5 ggrotd) )

1

by 1 1 1 5
: 2 N S 4 4
Or (1+u) —1+2u TV el Rt +ou).

i x x x 11 4 lad
=t —- — - =X g :
Maintenant, ¢n posant u YT 8 W , cela donne

L1, 5 a)
g(x)—ﬂ(1+7u—§u + gl -gt tolu )}.

2 3 4

2_X < * 4
ut= g 548+0(x).

3
3_x 2 ).
u’ = 8+16x +o(x

x4
ut = E+ o (x ) et, aprés substitution, il s'en suit :

4
x  3x% 4l 3 189 x 4

g = ﬂ[” * 33 38t m]“’(”' u

9.13 Soit f la fonction définic par  f(x) =
¢t - 1
1) Montrer qu'au voisinage de 0 la fonction f admet un developpement limité
4 un ordre n quelconque (on ne cherchera pas explicitement le developpe
ment limité de ) X X2 <"
2) on posc fx)=By+B, —+B, 257 ..+ By —“+0(X) (1
Déterminer une relation dc rccurrcncc liant les coemucms b .

En déduire les valeurs de B,.B,,B,,B,. . .

3) Démontrer ¢n utilisant 1a ronction f(x) = —*t5
e -1

que tous les coclficients B~ d'ordre impair excepté B, , sontnuls .

http:/ / fribok.blogspot.com/



Chapitre IX 181

Solution

1) Pour tout n € N , la fonction exponentielle admet le DL & I'ordre n + 1
n+1

=1+ 2 akxk+o(xn+1) avec a, #0.
k=1

X
ainsi la fonction g(x)= % admet pour DL au voisinage de 0 le DL suivant
n

g0= 2 a, x +o(x.
k=0
Et puisque a, #1 lafongtion f=—" admet au voisinage de 0 un DL & l'ordre n.

g
2) On déduit de la relation (1) que :

xn

(B +B1F+ +BnH—!+o(xn))(ex—l).
B, X X x X x" W)

X = m+Bll—! .+ B, —+o(x) 1!+_.+"'+H+O(x)]‘
n

= 2 ckxk +o@(x™.

k=1
2 B,
avec ¢ = & TR pour k =1,....n

don ¢ =1 e ¢g=0 =si k22,

. By B, B,
Ainsi B_=1 ,etpourtoutk>2ona: + + ...+ =0
o 0'k! 11(k- D) k-D'1!

on en déduit que :

B,=1
B, B
0o °1
it =Y
B, B, B, :
0r3r 112! I
B, B1 B2 LB
0! 4! KA AT T
-1 1
Etfinalement By=1 By=- By=- B,=0

3 o=

e’ 1 2 az_l\ex-lj‘
La fonction ¢ est paire. En effet :
_ ;X 1 N 1 + X X .I
oexy= 2L x (i) x (E1])
te*-1) 2li-e*) 21

D'un autre coté, ¢ admet le dcveloppemcm suivant :
2 3
B

(x)—f(x)+——f(x)B =B, +B sart n;‘

X
11. o+t Pyt
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Et puisque ¢ est paire tous les coefficients B avecp € N*sontnuls. g

2p+1
9.14 Calculer la limite suivante, si elle existe :
1
. 1-cosx
sin X
L= lim [——)
X
x—0
Solution 1
. 1-cos x
‘ sin x
Soit y= (T)

Lorsque x tend vers 0, y se présente sous la forme indéterminée 17°,
sin x
Lo
!-cosx £

y=¢“8Y  avec Logy=

au voisinage de O,on a:

2 ; 2
X
l-cosx=—5+0(x") et Logﬂ=L0g l-x—+0(x2) .
2 % 6
Par conséquent ; <
s +0 (xz) 1
Logy=— iy quand x tend vers 0.
% +0 (xz)

1
. T [ |
fmalement L.=e 3

9.15 | Déterminer le developppement limité de la fonction f(x) = (cos x)¥ au
voisinage de zéro 3 l'ordre 5.

Solution

ona f(x)=¢
au voisinage de zéro on a

2 4 2 4

X

- . 4 = =2 E
Logcosx-Log(l 2+4E+O(X)J_L0g(l+v(x)) avec v (x)= 2+4!

x Log cos x

2
Onabien  v(x)——0 donc Log{l+v(x)=v (x)- - ;x) +0 (V20
x—=0
2 4
X X 4
7- Ti+ O(X ).
3 5

L =2 ;
X ogcosx—--i-ﬁ+o(x).

D'olr Logcos x = -

(cosx)' =e = -x—--—+0(x5). |
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9.16

9.17

153

Calculer la

limite suivanle :

.= hm (sin x)lgzx.

T
X —

2

solution
quand

X =

=

h=—-x

T
Posons 5

1

dorc y = (cos h) 8’ b

T
, 81 X = = alors h = 0.

L .
= oeE Y

Logy=

au voisinage de 0, on aura

I.éh

2

h
2 74—+0(h}

1 h 1
L(}gy’:—mLog[l — -
h’ + o (1) Z h =0

+o (i )] S
h? + 0 (0%

,
ro| =

donc L=¢

‘ 2 . Lo
TYT (sin X)g"% s¢ présente sous la forme indéierminde 1°°

. . L
Soit 1a [onction définic par f(x) = Log (—(3’—{:) .

Calculer le DL de [ a l'ordre 3 au voisinage de 1.

Solution
Pour se ramener au cas des DL au voisinage de 0, faisens le changement de

variable t=x-1 ctconsidérons la fonction F{1) = [(1+1}
L 1+1
Ry = fos( )j
L 1
2 3
4
Log{1+1)~1—5+?--z+0{1).
2 3
Log (1+1) t y 3
L—-l-_a-+?-—3+o(1}
E oo’ 3 NG 3
(l)~u--2-+?+0(11) avec u——u—2—+?—?+o(t).
On obti Fo= : 512 [3+ 13)
n obtient (t)_--i+ﬂ T o (r).
L 1
Et finalement Log(ig—li) (x- 1)+ (- D1 rotx- 1)
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9.18 Calculer la limite suivante
lim 3/x3+x+1 -/x2+x.
X —> + oo
Solution

Soit fx= Vx4l -Vil4x.
Au voisinage de + oo, f(x) se présente sous la forme indeterminée oo - oo
1 1

3 2

1 1 1
fx)=x (1+—2+—3) -(l+—x-)

X X

On doit donc chercher la limite de
1 1

g()=[(1+2+3- (1+0? ]/ Lorsque t tend vers 0.
1
Or (1'*'12"'13)?=1+%(12+l3)+0(l3)
1
(1+t)7=1+%l+0([). Ainsi g(l)=-%+0(l)
[ |

. c ( N 1
Et donc la limite recherchée est égale 3 - 5 -

9.19 | Déterminer le DL au voisinage de + oo de la fonction définie par :
1 T
a) f(x)=Log (xsinT) a l'ordre 4

b) f(x) = (X+ 1)" a l'ordre 3

Solution :
a) Par le changement { = — —on est amené a calculer le DL a I'ordre 4 au voisinage

de 0 dc la fonction F(t) = Log (_.) développement qu'on a déja trouvé 2
I'exercice 9.10
28

sint 4
Log ( )'-— +o(t).

t
180
ainsi, en revenant a x, au vmsmage de + oo nous avons :

1 1 1
Log(xsm—)———+ —to ——].
6x> 180X N

l X
b) f(x)=(1+;) Log (1 +7)

1 - t
Posons ¢ =_)1(_ et F(1)=f(T) ona F([)=(l+t)'=€
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2 3 4
Log (140=1- = + o -+ 0a%
%8 IR :
2 03
Log(1+9 t ot 3
— clatryogrel):
Posons t e |-_3 3 oma: F(x)=el+u=e "
5 u—-7+?*7+0(l)
w? u3
Fx)=€* [1+ *ogt o(u)J
Ce qui donne :
1
T_ t 11, 7 3} 3
(1+1) =¢€ [1 5 241 -Et +o ()
Finalement en revenant 4 x, on obtient le DL au voisinage de + =0
(1+1]’( e{l 11 7 ] (IJ
— — - +o|l—=].
X 2x 3 3
24x% 16x X u
9.20 Déterminer le DL 4 l'ordre 4 au voisinage de ( 1a fonction définie par :
n
f(x)= (Arctgx) avec n € N¥
g X
Solution At
Déterminons celui de u (x) = EX
1
=1 —x2+x4+o(x4).
1+x
Cox
On en déduit par intégration que  Arctg x = x - F+gto (x5 ).
Nous avons déja déterminé le DL au voisinage de 0 la fonction tangente
(voir Ex 9.4)
X3 2 5 5
tgx=x+?+l—5x +o(x").
2 x* 4
. 1- 5 +t +o(x")
Ainsi  u{x) = 5
X 4 4
1+ 5 + 15 X +o(x)
La division suivant les puissances croissantes donne
2 2,13 4
u(x)—l- +;B_x +o(x)
K
2 i3
f(x):[ 3x2+#x +o(x4)) z C X ( +st)+o(x4)
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2
k 2 13 ,¥
2k 4 . 2k 2 4
Or = k>2 dme f(x)= 2, C ( ) .
X () sio k> mc f(x) kg'o n X Ttz X +o(x")

. k
aveclaconvention C =0 si n < k.
n

2

Foed 2 13 n(n-l) 4 2 13 2 4
Final t = 2 Sy 3 I - — 4 —
mnalement  f(x) 1+nx( Tt a5% )+ 7 X ( 3+45x)+o(x).

tg x 3 95

Arctg x \' 2 3
(ﬂ)=1——nx2+£(—+2n)x4+o(x4). m

n
9.21 Déterminer le DL a l'ordre S au voisinage de  — de la fonction
f(x) = Log (tg x)

Solution -
Par le changement de variable t=x - 7 onse ramene au cas du DL au voisinage 0

]
de lafonction F(t)=flt+ — |.
L 4)

tg (l+ %)J_’Lgt et FM)=Log(l+tgt)-Log(l-tgt)

1-1gt
= S L2 . D'ol Log(l+ )=u u—2+u3 4+u_5+0(u5)
tgl—t+T+¥+o([). og gt)= 2t 37 t3 .
_ 12 25
aVeCu—t'f'?'f'l—S[-

. 3 1o 23 74 25 5

Ainsi  Log(1+1twgt) =1t - —2—1 +?t - 1—2[ +?I +o(f).

De méme en remarquant que Log (1 - tg t) = Log (1 + tg (- t)) . On obtient :
25 74 25

Log(l—tgt):—t—itz——t U, +([5).
2 3 12 3

4 4
F(t)=2[+-?t3+?t5+o(t5).

. T 4( nw 4 T s T
Finalement, Log (igx) = 2| x- — +—kx- — =] x-— +0}X- T
4
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10.1

10.2

COURBES PLANES
PARAMETREES

Déterminer les points doubles, lorsqu'ils existent, de 1a courbe paramérée par
2t t+1
X(m=- et y(=—
t-t-2 r+2
Solution

Premiere méthode : Cela revient a résoudre le systéme
() =x (1)
{Y )=y ()
Dans notre cas cela donne
{(2[1 DM -,-2=QL -1 (-1 -2)
G+DG+D) =+ D) +2) et #L .
Posons g§= L+t et P=i .t {pour somme et produit).

et ¥ b

Apres avoir effectué les calculs et simplifié par (1, - ¢, ) # 0 , il vient:
2P-85+5=0

{P +S5-2=0

CequidonneP=-1 et S§S=3

1,el t, sont alors Ies solutions de P'équation : X* - SX+P =0,

Clest-a-dire: X*-3X-1=0.

11 s'en suit que : Yy = 3- 2' 13 et I,

_3+\/ 13
=—.

Etle point A x (1) ,y{y)) = [1 .;—) est un point double .

Deuxiéeme méthode :
Pour que A : (u,v) soit un point double il faut et il suffit que les deux trindmes :
P(X)=u.(X?-X-2)-(2X-1) e Q)=v.(X*+2-(X+1).

aient deux racines communes. Cela se raduit par la proportionalité de leurs
coefficients. u.2

i =uv+2
C'est a dire : %:Mz_. Cela donne {u uv+2v

2uv+4dv+u=3

Onentireque u=1 etv=

3
1
Par conséquent : A 1(1 ; Tj estun point double de . W

t-1 0 Pai-3
el y()= .
42 l2-3[+1
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10.3

Solution

La premizre méthode, utilisée dans l'exercice précédent, aboutit A une absurdité :
S-P=2ctS-P=-2.

Ce qui pourrait Iaisser croire qu'il n'existe pas de point double,

Deuxizme méthode : Soit A(u,v) un point double éventuel.

Les coefficients des deux trinbmes :

PX)=u(X*+2)-(X-1)

etQX)=v(X?-3X+1)-(X*+X-3)

sont proportionnels. Et par suite, on a :

v-1=3uv +u

u -1 _2u+1
v+3 =2@uv+w+3v+l’

V1T 3vo1 T ve3 Cequidomne !

Doav=1letu=0
Ainsi le point A (0,1) est un point double de I".

Remarque :
La premigre méthode ne peut aboutir que si le point double correspond a des
paramétres {, et t, de valeurs finies. Alors que la seconde méthode permet de trouver

les points doubles, méme quand l'une des valeurs des paramétres est infinie

Dans notre cas: A: (0,1) correspond at, =1 et t, =L es, ]
Etudicr la nature des points M (t,) dans les cas suivants :
19) xO=t-1 1 ) XM= +36+31
yO=r+1 et =—o. y=t* e te(-1,0}.
Solution

Dans tous les cas, on va chercher le plus petit entier naturel p tel que FP (1) =0
o F (1) = (x (), y (D) et le plus petitentier q > p tel que ( FP (1), F? (1))
soit une base de R .

T A

1
4
' 1 1 " 1
2O S

donc (F‘ [%) L E” (-i—)) est bien une base de R*.’

1)On a

. 1 . g
le point M(?) est alors un point de concavité.

2) En calculant Ies dérivées successives de x et y et en vérifiant au fur et & mesure
on trouve :

{x' 0y=13 x"{0)=6
y =0 y (=2
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10.4

10.5

Pour I¢ point M(-1) on a:
(x' (-1)=0 {x"(~ D=0
y (1=-2 Ay e n=2
On voit que (F'(—l) , F'(-1)) est un systeme lié, mais F"'(-1) = (6,0)
donc (F'(-1) , F"'(-1)) est une base de R,

D'olt M(-1) est un point d'inflexion . [
1) Etudier la nature des points M (to)'dans les cas suivants :
2
x(D=t"+2t 25
19) 1 (=1 2°) {X([)‘IA" (=0
Y([)=T2"2[ y( =t
.2
3°) {X (H=sm" t [0=0
y(h=1-cost
Solution
X" MH=2t+2 {x'(- D=0
1) , -2 donc
)= —-2 .
{y() 3 Y (- 1)=0
x"(H=2 "=0
. 6 -24
y' = y'=—
t t

donc F'(- 1)=(2,6) et F"(- 1) = (0,- 24)
det F (-1),F"(-1))#0 doncp=2,q=3
le point M (- 1) est un point de rebroussement de 16re espece.

2) F (0) = (0, 0) donc le point (0 , 0) est un point stationnaire de plus

F'(0)=(2,0) et F"(0)=(0,0) mais F®(0) = (0,24)
on voit bien que (F"(0), F*¥(0)) est une base de R?

donc le point M(0) est un point de rebroussment de 2€éme egpace.
HOnax'®)=y ©0,0=0

F'(0)=(2,1) ,F"0)=(0.,0)et F®0)=(-8,-1)
donc p =2, q = 4 le point M(0) est un point de rebroussement de 2éme espece. W

1) Etudier l'existence des points d'inflexion de la courbe " parametrée par la
fonction vectorielle F definie par :
1
x(© =~ x()=2Logltl-t
1) t 2 )
3 y©=t"+5t
Y O=t+ T
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10.6

Solution

On cherchera les valeurs du parametee t pour lesquelles (F'(t, F'{(1}) estun
systeme 1ié et (F{(1) , F'(1)) est libre on est donc amené A calculer les dérivées
premicres, sccondes et troisieme si néeessaire dans les quatre cas.

1) x est paire, y étant impaire donc T est symélrique par rapport 2 ox il vicnt
alors que si M(t ) est un point d'inflexion alors M (- ) l'est aussi.

On resteindra la recherche pourte 104+ 00|,
(F'(1) . F'(1)) est lié si et seulement si det (F{OF'(t)=0.

. . - s -6 6
Ce qui est équivalent 4 : -t =0.

{ t

Ou encore (1 -t9) = 0 ce qui donne la valeurt, = 1.
mais F'(1) = (- 24 , - 18)
On a bien (F'(1), F"{1)) libre donc le point M(1) = (1,4} est un point d'inflexion ¢t
pour [a raison citée plus haut. M(-1) = M(-1,4) cst aussi un point d'inflexion.

2)onadet (F (0, F' (V) = ?2 - 4i-5).
[

Les deux vecteurs F'(t) et F'(1) sont liés si et seulementsi (-4t-5=0,

Donc il existe deux valeurs 1, et L, pour Iesquelles les points correspondants peuvent
étre des points d'inflexion.

L=35 ett,=-1.

et comme (F'(-1), F"'(-1)} est libre le point A (-1} est un point d'inflexion .

De méme (F'(3), F"'(5)) est libre, donc Ie point A (5) est un point d'inflexion. |

Méme e¢xercice avec
— 2 1
X(L)'[1+21 2) {x([)=2cost‘—~2»—(:052t
y=—-21 y @ =sint

t

Solution

Ddet FOF MM =04 +41+3=0.
unc étude sommaire de la fonction j (=4 *+40+3.
montre que 4 ' +4 1+ 3>0.

Donc la courbe I ne posséde pas de points d'inflexion.

2) = et y sont périodique de période 2, on réduit le domaine d'étude a {- &, @) .
De plus x est paire ct y impaire, I présente alors une symétrie par rapport 4 0x.
On restreint la recherche a lintervalle [0,7).

Onadet (FO),F'a)=0=1-cos’t=0.

donc la valeur pour laquelle on peut avoir un point d'inflexion estt, =0 .
Mais F"(0) = (0,-1) et F'(0) = (0,1) les deux vecteurs sont liés.

Or FY%0) = (- 6,0)

Le point M{0) ne peut-&tre un point d'inflexion car {F{0), F*(0)).est libre,
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10.7

10.8

Etudier les branches infinies de la courbe définie par :

(t+2) (L 2)

x ()= 31 et y(h=

on précisera 1 position de la courbe par rapport aux asymptotes

Solution :
1) La fonction vectorielle F(t) = (x () , y (t)) est définiesur R - {-1,1}.
En changeantten-tona:
{x -=-y@
yEn=-x(®

on alors une symétrie par rapport a la deuxi2me bissectrice (v = - x)
11 suffit alors de faire l'étude sur[o, 1 [w]1;+e .

' 1S =
9 . .
Ona lim x(9=-. et lim y@=+o , lm y()=-co.
1~ 1 g - 1 11
Donc la droite d'équation x=—  est une asymptote verticale & la courbe

(quandttend vers 1}, 2

E vQisin oo
lim x () =limy (t) =+ . Lacourbe présente une branche infinie

L = 4o 1= +=

Comme  Lm 3-{-52-- Iim - 2)2 %-1.
o+ e x (D Lo +oo (L4 2) t
62 +8

et lm y() -x@)= lim =-6,
L=+ ts+ee (£ -1)

D'oil la droite d'équation  y=x-6  est une asymptote & la courbe .

Dautrepart m [yO-&{-6)}=

L— + oo t_;+u(t -1)

Donc la courbe est située au dessus de I'asymptote., )

Ewdier les branches infinies de la courbe définie par :

2 3

t 2at

x©=22 o yo=2"  aeR*
1+1¢ 1+

Solution
Le¢ domaine de définitionest D=D ND =R-{-1}.

puisque  lm x () =eco et lim y(M=-a.
tw -1 1 -1
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10.9

donc la droite d'équation y = - a est une asymptote horizontale 4 la courbe quand
tend vers - 1.,

Etude au voisinage de l'infini
im x()=o (ouo ) et Lm y(1)=(signedea)(+o) .

Lt 4= [ ]
im x(d=o'(ouo ) et im y(t)=(signedea)(- o).
t— - o t— -oo

Dongc la droite d'équation x = 0 est une asymptote verticale 4 la conrbe (quand t tend
vers l'infini) [ |

Soit 1a courbe I" paramatrée par la fonction F de composantes

{x(t):I_ogIt+1|+Logltl
y()y=Loglt+1I|-Loglti.

a) Déterminer le domaine de définition de F et montrer que I est
symétrique par rapport 2 l'axe ox.

b) Etudier les branches infinies de I . .

¢} Tracer I' dans un repére orthonormée (o, i, j)

Solution

a) Le domaine de définitionde Fest : D,=D,nD,=R-[o0,-1}.
Montrons I" que est symétrique par rapport 4 ox.

T" est symétrique par rapport 4 I'axe y = a si et senlement si

VteD, 3teD,:y(t)=2a-y@®etx{t)=x.

or VteD, 3y=-t-1 telque:x(-t-D=x{ ety(-t-D=-y().
donc I" est symétrique par raport A Faxe y = 0.

donc on restreint I'étude a l'intervalle [-- % ,o[Ulo,+eo [,

b) Ona lim x({t)=- e lim y{t)=+40co,

t—0 1= 0
Lacourbe I" admet une branche infinie quand t tend vers 0
3 Loglt+11-Logitt
. y—()=Lim 2 g

lim .
t—)GX(L) (o Loglt+ 11+ Logltl

La régle de I'Hospital nous donne : lim
t-»

yO _

;-'&—)—-1.

Donc la droite y =- x est une direction asymptotique
Mais comme him y({)+x )= m 2Loglt+11=0.

t—>0 t— 0

La droite d'équation y =-x est une asympiote a la courbe.
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Etude du voisin l'infini
lim X () = + o et limy{)=0
t— + oo t— + oo

La droite de I'équation y =0 est une asymptote a la courbe.
c) Sens de variation et graphe.

\ _21+1 Co -1
O gEn Y Oy
1
T 0 1 + oo

I

()| o ! +
]
1

"ZLOgZ ' + oo
x (1) \ /'
~oo |l +o0 0g

+ o + co
y([) 0/ Logz

0
¥y (O 4 +
A
\\
' ot

10.10

/ »
BN
N
ot

1) On considére la courbe plane T’ parametrée par :
{X(I)=1+L0g|1 -l

yw=v1-¢

composantes x (t), y {t) .
b) Etudier le sens de variation des fonctions x et y

(on précisera les branches infiniesde I') .

¢) Etudier la nature du point (0,1) et tracer la courbe ™.

a) déterminer le domaine de définition de la fonction vectorielle F de
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Solution
a) F est définie sur D,ND = [-1,170.

b) Les variations de x et y sont résumées dans le tableau suivant :

: |
-1 0 1,
x' (1) + [) - X' (1) = 1_':
X (l) 2/,-—-'" ? \ ! -t
-1+ 1log j 2y )= —
1 \ l_tz
y (O 0 / l Oa
y (1 + 0 — (
La droite d'équation y = ( est asymptote & la courbe
(car lim x ()=+== et im y(t)=0).
=1 11

¢) Puisque x'(0) = y'(0) = 0 le point (0,1) est un point stationnaire .
Mais F'(O)=(- 1 ;- D et F"({0) = (- 2,0) Ce qui montre que (0,1) est un point
de rebroussement de 1€ espéce.
b

1

] -
-1+1log?2

10.11 | 6) soit la courbe parametrée par F(t) = (x (1), y (t)) ot

1
x(O=t+Logitl, y©=—+1.

* a) Déterminer D;; et montrer que I” est symetrique par rapport 4 I'axe Ox .
" b} Etudier les branches infinics de I .

¢) Montrer I' que admet deux points d'inflcxions;
d) Tracer la courbe I".

Solution
a) D.=R¥*.

La fonction x élant paire el y impaire donc T est symétrique par rapport A 'axe Ox.
On réduit alors l'intervalle d'étude A ] 0+ o0 [
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b)  lm x@=-e0 , lm y(@=+oc.
t— 0+ t.u)n+
donc I" admet une branche infinie quand t tend vers ¢
Etpuisque lim x()=+e e lm y{M)=+oc.
L= 4= L=+ =
I' admet une branche infinie quand t tend vers + oo
t i+¢
Or lim w: lim T =t
+ X +t" +1Logltl

t=o0
I' admet alors une branche parabolique de direction Oy .

2

i I+t

et Comme lim Y—() = lim —

x (D 3[ Logt)

t— + o = 420 g 14+ —
t2

t—=o0

Lacourbe I posséde une branche parabolique de direction Ox ,
¢) Les points d'inflexions se trouvent parmi les points M (1) tels que :

(F'(to) , F'(t0)) estlié .
Ordet F(ty) . F'lgh=0=21*-712-1=0.
Ce qui donne les deux valeurs:

T+ 57 T+ /57
L= 7] et 1, =- 7 .

Deplus : (F" (), F" (1)) est li¢ &1=% | —,

D'od (F'(tg) . F"(t5)) et{ F°(t)) ,F™(t)) sont deux systémes libres ce qui confirme
que les points A, (i) et A, (i) sont deux points d'inflexions de T .
d) Les variations de x et y sont resumées dans le tableau suivant :

0 1 + co
[
x' (1) + B 3 +
+ oo 9
x (1) 1/""""’ x'(l):ZL +_1
-oo//ﬂ’
2
| 4+ oeo + oo . _[ -1
Y(I) \ / ’ ([)_[T
2
¥ () - 0 +
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\

™~
\
%

10.12 | Soit la courbe plane parametrée par la fonction vectorielle F de composantes :

022052 Lot e vineais )
x{t)= Vom0 +91-— y(O= t+1—2.

a) Déterminer le domaine de définition de F et étudier les branches infinies .

b) Etudier le sens de variations des fonctions x et y.

¢) Ewdier la nature du point A ; (0, 3) et tracer T .

Solution :

a)D.=R*
Im x()+e
"l I donc:comme  lim i% =0 1a courbe I" admet une branche
Hm y(h =+ el >+ = parabolique de direction Ox .
1tl= +oo

7
imy (@ y®=+= et m x@)=-5.
t—=0 t— 0

la droite d'équation x = - _;_ est une-asymptote a I" .

blon a x'M=6¢-151+9 e ¥ (1)=2-£3. et le tableau de variations :
t

- o 0 lt 3}3 + o
X' () + {.5 - 55 +
% () ] w/-WZ //'{’) \ -l;lfS /;‘”
y (0 /:0 +\ 31!!9-——/"": )
- o
y (B + - (3:) + +
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c) le point (0,3) est un point stationnaire (x'(1) = y'(1} =0} .
Or (x"(1), y"(1) = (- 3,6) et (x"(1) , y" (1)} = (12, - 24}
1e vecteur F”(1} est égal A - 4 F'(1) donc les deux vecteurs sont liés,

120
or M=o , yYWe==.
t

Donc (F”" (1} , F* (1) est une base de R?

Ce qui entraine que le point A (1) = (0, 3) est un point de rebroussement de peme

espéce.
| ty
I
|
|
|
1
I
|
1 3
i A
K
[z .
! 0 x
|
?
X = - —
! 2
10.13 Etudier et tracer la courbe parametrée par la fonction F définie par :
x®=ct ,y@m=skt.
Solution ‘
Dp=R.

x étant paire , y impaire le domaine d'étude se réduitalors 4 R*.-et on compléte 1a
courbe par rapport 2 Ox .

Limifes et branches infinies

im x{t)=+ee et lim y() =+oo.
L= +oo t— + oo
O lim E’L‘)= im h?c=1.
x (0
t o+ = t 95+
S3e.e
etcomme lim [y(@®-x()] = Lm —g =
1= 4o L+ oo

donc la courbe T admet une branche parabolique de direction
ladroite y =x
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Sens de variation :

0 4o | 3
l
M| 0 + !
+ oo
x (1) . / .
+ oo
y 0 /
J’\\
y 0 + +

10.14

Le point ( 1, 0) est un point stationnaire : comme F' (0) = (0,6) et F"'(0) = (0, 3)

Les deux vecteurs sont libres donc le point (1, 0) est un point de rebroussement de
181€ espece . [ |

4 2

T2

1
9) Construire la courbe plane :  x(®=t+— .y (H=

—

(on précisera la nature du point (2, 2).)

Solution :

Le domaine de définition est D, =R .

Limites et branches infinies.

limx () =+ , limy(t)=0 = Ladroite y = 0 est une asymptote
[t] = + oo ltl— + o0 a la courbe quand t tend vers oo,

limx(t)=+ec ; Imy ()= -o0
+

o Lo I branche infinic quand
. ] on a alors une branche infinie quand t
imx ()= -ce ; imy ()= -co tend vers o.
t o0’ t—o’
(L {
Mais lim )—()=+°o et 1 !—(—)2—00
x(1) Lx@®

t—o t>o

Donc la coube admet une branche parabolique de direction Oy .-
Sens de variation .

0 =1 (D) = -
na x'(9= [—2 ety(t)—?+—3—.

Le point A (2, 2) est un point singulier , étudions alors sa nature

onax"(1),y'()=@2,-4 et &"1),y"(D=(6;24)
Le systtme (F'(1) , F"'(1)) est libre donc le point A est un point de rebroussement

de 1°T€ espece .
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Les variations de x ¢t y sont alors resumées dans le tableaun sueivant :

o0

H
-1

;

T

1

-+ oo

|

x' (1)

x (1) /

- o0

-2

/

0
y(® |

—

-6

y' (1)

Ay

s ¥

10. 15

1
10) Construire Ja courbe plane : x (1) = 2 Arctg (1) ; y() = Log =

2
+t

1-t
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Solution :
Le domaine de définition est l'intervalle }-1, 1 [. La fonction x est impaire , y est
paire, donc la coube est symétrique par rapport 4 Qy , il suffit de faire Fetude sur

0,11 .
my () =+ o et timx([):7
t— 1’ [

T

Donc la droite d'équation x = - estune asymplote & la courbe .

Les variations de x et vy sont données par le tableau ci-dessous :

0 |
X@®| 2 +
* =N ,
X () . _/’ 2 X([)'“_tz“
TR R Ep——
y(1) / ‘ (1+1°)1 -19
0 !
y© | o * T
A y
p + 0 > - -bx
2 2
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11.1

COURBES EN POLAIRE

1) Donnez en coordonnées polaires, 1'équation d'une droite D connaissant son

¢quation cartésienne y=ax+b
2} Ecrire, en coerdonnées polaires, 'équation d'un cercle % passant par le pdle.

Solution
1) Dans un premier cas, si b = 0, la droite D passe par l'origine. Son équation,,

‘exprimée en coordonnées polaires , s'écrit

En effet : I'équation y = ax  s'ecrit:
p sin B =ap cos 6 et entraine : A
ig8=a doit 9 estconstante.
Supposons maintenant que b0,
y =ax +b, entraine
psinB-apcos@=b, 6
Ce qui donne: o= b .
sin®-acos O
Ce qui a bicn un sens puisque b=,
donc p et I'expression au dénomi-
nateur ne peuvent étre nuls. A
Plus généralement, il est facile de D
voir que I'équation -

1
p=—
AcosB +Bsind
¢st bien I'équation d'une droite dont /

I'¢équation cartésienne est :
Ax + By =1 -~
2) L'8quation cartésienne d'un cer-
cle passant par le pdle est :
C+y-2ax-2by=0on{a,b)
représente les coordonnées du cen-
tre | du cercle.
En remplacant x et y par p cos 0
et p sin O respectivement
Cela donne :
p*—2apcos®-2bpsin 6=0.

Si p # 0. L'équation devient :
p=2acosB6+2bsink,
Cette équation représente tout le
cercle, y compris le pdle pour la
valcurde O telleque: Z2acos8+2bsin0=0.

Plus généralement : 'équation p=Acos6+Bsin0, ( A B)

représente le cercle passant par l'origine O et de centre 1=
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11.2

11.3

Remarque
Pour un cercle de centre O et de rayon R, il est facile de voir gne son équation polaire

est p=R.

|
Chercher les équations cartésiennes des courbes d'équations polaires suivantes :
cos B -sm®6

1°) p=a—-—— ot az0.

sin © cos 0

4 0
29)p = —— 3°) p=a.tg?.

2-cosB
Solution

1) Multiplions les deux membres de I'équation par p. 11 vient :
p*sinB@cos®= a(pcosB- psinB).
Ce qui donne xy=a(x-y) ouencore y (Xx+a)=ax
La substitution x = - a dans cette équation entraine que a = 0. Ce qui est contraire a
notre hypothése.
D'oti cette équation s'écrit:  y=

ax

Xx+a’

2) Cette équation peut s'écrire 2p=pcos® +4,

En élevant au carré les deux membres, cela donne 1 4 (x2+ y%) = (x + 4)°

Apres simplifications on a: 3 x2+4 y>- 8 x - 16 = 0, qui n'est autre que 'équation
d'une ellipse. .

0 X 2t
3)En posant t=tg 5 on sait que  sin 8 =

1+
L . . p
En multipliant les deux membres de celte équation par p et cn remplagant t par .
il vient :
2
2ap
y =

, 2
a“+p

Cequidonne 2a(x*+y)=y@+x*+yd. -
qui est une ¢quation cartésicnne implicite.

Soit T, la courbe d'¢quation polaire p, (8) =a + 2 cos 9.
1) Déterminer la nature de l'originc pour T,
2) Démontrer que l'origine cst un point double pour T
3) Tracer [, , T, ,T,ct T

Solution
Pour toute valeur de a, p, est définie sur & , périodique de période 27, on étudiera

alors psur [- &, @] .
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1} La nature de l'origine est donnée par la parité du plus petit naturel p vérifiant
p, (B)= pou 6, est solution de 1'équation p, (6,} =0.
Sip est impair, l'origine est un point de concavité sinon c'est un point de rebrousse-
ment de 167€ espece et se sont les seuls cas.
Ona P,®=0 < 08 =-1 ou 6,=x.
Q
at p'2(9)=-25inﬂ donc p(90)=p(91)=0.

de plus p",©€)=-2¢cosH et p"z(ﬂl) =2 0.

D'od le point O est un point de rebroussement de 12re espéce.

2) T, apouréquation p,(8)=1+2cos8. L'équation p,(8) =0 a pour solu-
v =_2T“ Ceplus p,(8)%0 et p (8)=0,

] 3 1

tion

donc l'origine est un point duub!s .
3) On pourra réduire l'intervalle d'étude & 1= |0, i) (car p es paire) et compléter
l'arc oblenu par symétrie par rapport A 0x . p,(0)=-23sin0.

La tangente a la courbe fait un angle o avec u (8) vérifiant: go = :'a(:;))

au point M (0) =0, a0

si p’, (8) #0 sinon 0 n/z 2n/3

elle estportéeparu’ 8). [P &) | -2 - 3
$iM (8,) = 0 la tangente a+?2 ; i
est portée par u (6,). p (8) a : a-2 }
On obtient alors les courbes a-1 1
ci-dessous. Ay

»y
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11.4

On considere la courbe I', d'équation en coordonnées polaires

,a > 0.

p,(8) = a+

cos 0

1) Démontrer que l'origine est un point de rebroussement de lére espéce pour I,
2) Démontrer que l'origine est un point double pour T,

3) Tracer T, pour a=1, a=2 ,a=3

Solution
p, est définie sur R - {(2 k + 1) n/2] et elle périodique de période 2r il suffit alors

de l'émdier sur [ -x 7 [U] '_2_’ g[u];,n ]
‘ 2sin@
p'.(8) = > vV oa >0
cos” 0

1) Cherchons les valeurs de 6 telles que p 2(9) =0,
P, (8)=0 admet pour solution 6,=-m et 6, =1m.
De plus p’a(ei)=0 et p",{0)=0. i=0,1.

Ce qui prouve que l'origine est un point de rebroussement de 1 &re espece.
2) Méme démonstration qu'en (11.3 2°) .

Y T
3} p, est paire, on restreint I'étude A { 0 5 ] 5 »®]. etoncomplite par
symétrie par rapport 4 ox

K
imp (8 =t e et lim p (8).sin(6-)=-2
r .4
9—’5 0—»7

Ce qui prouve que la droite d'équation Y =-2, dans le repére faisant un angle

b
o = % avec le repere oxy est une asymptote a [y .

o /2 ,t
p'(8) 0 + + o
+ oo a-2
a+2 - o0
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Y

! 2
1“2 (a=2)
1"1 (a=1)
1
[}
|
I
|
|
i
§
|
I
]
i
-
; 2 X
|
[
I
|
[
!
I
|
11.5 Etudier les branches infinies de la courbes T, d‘équéﬁon polaire

26
p(B)= —.
1-6

Solution : p est définicsurR-{1}.
Pour étudier les branches infinies de la courbe I, nous étudions les limites aux

bornes du domaine de définition de f. On a :
im p{B)=-2 et lim p(8)=-2.
[ g — oo
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11.6

11.7

Dongc le cercle de centre o et de rayon 2 est un cercle asymptote AT,

etcomme  Hm Ip (8)1- 2=0% 1a spirale s'enronle autour du cercle en restant
exterieur. 8- -
et lim lp{@)I-2 =Q, la spirale tend vers le cercle dans le sens des aiguilles

B3 4o
d'une montre en restant 3 l'intérieur.
]imp(9)=+m et ﬁmp(e):—co,
81 81
8>t 8x>1
Onémdie alors  lim p (8).sin (@ - 1):
61

20
mais p(B}.sin(G-l)=m sm(®-1).

donc lim p{0) sin(0-1)=-2.
01

On conclut alors que la droite Y = - 2, dans le repére faisant un angle 9, = 1
avec Oxy, est une asymptote & la courbe.

Etudier les branches infinies de la courbe I', d'équation polaire :
2

8 B
p( )—m-

Solution _
lim p(9) =-e , im p(B)=+eo.
0> +oeo 8-

On a alors une branche spirale qui s'agrandit avec i a .
m p(8) =- et hm p(@) =-o0,
9—+1'I:+ 6 -am
On étudie donc Em p (8) sin (B-7):
oo 2 sn(@®-m 2
Mais  lim p(@)sin(®-%) = lim -6 . ———"=_7 .
[ JEER 3 0ox 0-n

La droite d'équation Y = - mr* est une asymptote i la courbe.

Etudier Ies branches infinies de la courbe I', d'équation polaire :
2cos B

®)=—.
P 2cosB-1

Solution

. T n
p est définie sur R -{—3—+2kn,———+2kn}.
' 3
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p est périodique de période 2 m, il suffit de I'étudier sur le domaine ;
T T
[ -m-glol-5. glug.7] .
pest pane on restreint 1'étude a l'intervalle [ = [() =—[1= 7 1.
et on compléte par symétrie par rapport 4 l'axe Ox.

w 3
im p B)=+c et im p(@)=:sin|0- — =__\/_—.
P 13 3

3] —_
3 -

b
- 2c0s8.sin[e~?]
En effet : p(8) sjn[ek_)z

3 2ces6 -1

T . ., ..
Onpose y-0- T et on fait un developpement limité au voisinage de 0,

2
1-/3 u-u?+0(uw2)
Donc P(U+-§-) sihw =

-\/5-%+0(u2)'

s T
Dou lim p () Sin[B—?J= lim p(u+-3—} sinu=-£3—§.
L U= o0

9-—)?

et par conséquent la droite d'équation Y = T\/_ dans le repére déduit par une rotation

T R R
d'angle — par rapport au Tepére 0xy est une asymptote a la courbe.

3 n
11.8 Etndicr les branches infinies de la courbe T, d'équation polaire :
©) )
p =
c2 ®. 2
Solution
Dp=R -{Logv2} . lm p@®) =1
A5+

Le cercle de centre O et de rayon 1 est un cercle asymptote a la courbe.

La courbe s'enroule autour du cercle en restant A l'extericur .

lim p(®)=-1. encorelecercle €(0, 1) est asymptote a la courbe qui
[

s'approche du cercle en étant intérieure & celui-ci. Et linalement :

lim p(B) =+ et lirn piB)=-ee
8 @og V2 6 - {Log V2
Etudions alors Hm  p (@) sin(® - Log v'2).

8- %I_ og 2
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8-Log/2 sin(8 -Log/2)

ona p(®) .sin(@-Logv/2)=(e>"+2). —

22 g Log /2

im &°+2=4 lim sin(B-Log\/ﬁ)zl
B-ALog\/_Z B—»Log\/; e‘I-Dg\/-i
el par application de 1a régle de 'Hospital on a :
lim 9-Logv2 . L

e2 °. 2 2 329 4
6—Log V2 8->5Log vz
Dot : lim  p(B)sin(®-Log/2)=1.

B-+Log V2
Ce qui montre que 1a courbe posséde la droite Y =1 comme asymptote. ]

11.9 Déterminer les points d'inflexion de la courbe ' d'éguation

PO ———.
cos@-cos2@

Solution :
Les points d'inflexions correspondent aux valeurs de 0 telles que :

®(e) = {—1— + (LJ 1 s'annule en changement de signe.
Lo le@®)]

Ona @(6)=3cos20.
(en tenant compte des symétries (périodicité, parité)) on ne cherche que les points
d'inflexions correspondant aux valeurs de 8 e [0, 7).

0 )y 0]

{8efo,n] ) 4
I" possede alors quatre points d'inflexions : les points trouvés ci -dessus et leurs
symétriques par rappport 4 l'axe Ox . u
1110 Determiner les points d'inflexion de la courbe T, d'équation :

PO =3+2cos8.

Solution :

On résoud encare I'équation @ (8) =0 o cette fois @ (0) =17 + 18 cos 0.
Ce quidonne 17+ 18cos8=0.

donc on obtient un point d'inflexion qui correspond & la valeur 0,. telle que
cos @ _=- g el son symétrique par rapport 4 l'axe Ox.
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11.11

4]
Soit I"la courbe paramétrée en coordonnées polaires par: p (8) =1+ 18 7
1) Déterminer le domaine de définition de p et étudier les branches infinies.

2) Déterminer les points doubles de I,
3) Déterminer les tangtentes aux points doubles.

Solution :
Dpestdéfiniesur R-{ 2k+1)r/keZ}.
p est périodique, de période 21 , il suffit de faire une étude sur I'intertvalle }- 7, & [

ran infing

0
lm p(@)=- e lm p@®) sn@®+m= lm sin® +2sin’ 7 =-2.

- - -x
8 , 6 T, & — +

donc la droite d'équation 'Y =-2 est une asymptote 3 la courbe.
B p(0) =+e et lim p(8)sin(0-7)=-2.

8o m LR
donc la droite d'équation 'Y =-2 est une asympiote i la courbe.
2) Les points doubles de I" correspondent aux valeurs de 8 solutions des équations :
1 pO+2km=p(9)
ou ol ke Z*
@) p®E+2(k+m=-p(H)
or p est périodique de poériode 2  donc I'équation (1) n'a pas de solutions.
Résolvons alors 'équation (2)

'.ona:p((-) +(2k+1)")='P(9)=>Sin(9+(2k+I)Ez—)=cos(9+(2k+1)%).

Ce qui donne deux solutions dans -« ,n [pourk=-1.

T 0 3in n 3x
9=-4— et =g ave p(:)—p(T).
n
La courbe I admet alors un seul point double M: (TJ

1 0
ww):5@+m?7)

3yona
®=1 k
=14 —
P 12 3
1 in . .
On constate que p' [f] #z0 et p’ [T] #0. donc pour détérminer
‘ 0
p(6 o) I1+1g 7
les tangentes A I” au point double, on calcule Bv=— =2 .
p'(8) ( ze]
1+1tg a—
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. . 7] ] .
Or I'équation (2) pour k = - 1 devient g* — +21g—-1=0 .Ce quidonne

2 2
0 . 1t+ 4 tge
— g—+ig—. g 5
gv= donc tgv= =tg| —+—
. ) rom 0 4 2]
-lg — —_—-lg—.1g—
3) B 84 2
e in in 5w . . .
0=— = v=— et B=— , v=-—.Cequidétermine parfaitement
4 8 4 8 :
les tangentes. m

11.12 | Construire les courbes T’ d'équation polaire :
ap @ =cos20 byp (8)=cos30

Solution :

a) le domaine de définitionde pestD=R. -

p est périodique de période m, on réduit alors I'intervalle démdea  I= [7 ) 5]
et on complete I'arc obtenu par une rotation de centre O et d'angle 7.

p est paire, on restreint I'étude 3 [o, /2] et on compléte par symétrie par rapport

a l'axe Ox.
p' () =-2sin286. | 0 n/4 n/2
Le pdle est un point de concavité car | ;
T ! - -2 -
p[?‘_)=0 el p‘(%]io. P 0 ' 0
1 1
On obtient la représentation graphique \ E
ci-dessous. A p(9) 0 \
. 1 1

b) Méme étude qu'en a) ; on donne
brigvement les étapes essentielles, -
D=R ;intervalle démde I= [0 , ?]
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0 n{é n/3 /3
P® 0 - -3 - 0 /6
1 ]
! X
p{0) \0\
| -1

Remarque : On peut généraliser ce résultat: p(8) =cosn 9,
Sin est pair : la courbe obtenue est une fleur A 2 n pétales
Si n est impair : la courbe €st une fleur 2 n pétales. _ [}

11,13 Construire la courbe I d'équation polaire
a)p (0) = ¢? b) p(@)=2+1th6.

Solution :
a} p est définic sur R

- o0 0 + o0 lim p (@) = + « On a alors
-
p'(O) + 1 + une branche spirale qui s'agrandit
4 oo | enseloignantde O.
p(e) —
o -

limp (8)=0 donc O estun point asymptote.
6= by

<<> )

im p (8) = 3 donc le cercle de centre O et de rayon 3 est un cercle asymptote AT

B3+ .
imp (8)=1 le cercle de centre O et de rayon 1 est un cercle asymptote a T .

B
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y

: 1
/3 r -

p {(0) 2

L

1IN
NI

11.14 [Construire la courbe I' d'équation polaire : p (9)= LA

1-0
Solution
D=R-{1}
im p(8)=0 donc le pdle est un point asymptote 41" .
Q-3 4

lim p(6)=+< onaune branche spirale

G-
1
lim p{B) =t e et limp (@) sin(8-1)=-—
e
031 1 61

donc la droile d'équation Y=--7  dans le repére faisant un angle o =1 avec

le repere Oxy est une asymptote 4 la courbe

ge® - oo 0 1
plE)= 5 ]
(1-63

p'(6) - + +

p(o) /

Les points multiples sont solutions des équations
(D p®+2km= p®)

ou ke Z*
@ pB+Ck+1)m=—p(O)

Points multiples
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Ce qui donne une infinité de valeursde 6 .

.2k .
1-2kg -¢ 2 5% N TR I
= ou 0 =

k -2xm k SQk+1
l-e 1+e( "

DoncI" admet une infinité de points multiples.

Graphe .

11.15

Ni'

Etudier ct représenter graphiquement les courbes d'équations polaires :
a) p(®)=y2 cos”0 +2si’ 8 .

b)p(8)=v/3cos’ B +3sin’ 0.

Solution :
a)D=R.0na p6+nr)=p@) donc p est périodique de période x, il sulfit de

faire I'étude sur {TH , ;] cl compléter I'arc obtenu par rotation de centre O
et dangle & .
p est en plus paire donc on resureint 'étude sur {0 , E] et on compléte la
courbe par symétrie par rapport a l'axe Ox. 2

p'®=2@2-/2) cossind .
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0 /2
p(e) +
2
p(o)
A
V2
2
r
. 2
/2 V2 o
X
. o
2 X
HD=R
pest périodique 2 et pO+7)=- p(O)
donc il suffit d'étudier p sur [o,n] .
p'@)=3cos6sinB (3sin® - /3cos0).
0 /6 /2 S m |
| B I |
pO® I 0 - g + 0 - : - 0 |
| i : |
p(®) T~ |
: i
3 t '
7 } V3

L'éxistence de la valeur de 9 est assurée par le théorkme des valeurs intérmediaires 1l
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1
12.1| Soit I'équation différenticlle : (E) 2xy +y=1—.

1) Intégrer (E) sur chacun des intervalles I, =]-e,0[,,=]o,1[
L=]1,+0[.

2) Est-il possible de trouver une solution de (E) sur ] - oo, 1[.

Solution

1) (E) est une équation différentielle linéaire du ler ordre.
Résolution de l'équation sans second membre :

(E") 2xy +y=0

Les solutions y qui ne s'annulent pas sur R* sont aussi solutions de
y' 1 , L. dy -dx
Z =-— .quel'on peut écrire  — = ~—
y 2x qu peu ! y 2x

1

on obtient par intégration  Log %: -5 Logix i

oi1 C est une constante du méme signe que y.
C

Vixl

Résolution de l'équation compléte :
on applique la méthode de la variation de la constante

Finalement y =

(E) s'écrit alors :

onpose y=C(x) y, avec y =

Vx|
2x[C Ry, +CR Y, ] +C(x)y1=1 .
-X
! 1
2xC'(x)y1+C(x)[2xy1+y1]=T_—x.
Et puisque y, est solution de (E') on obtient
: 1 o VI
2xC(x)y1=1—_;. soit C' (x) =X 9"
a - Résolution sur I=]-0,0[:
1 .
Onobtient C (x)= ——— ,puisque -x=,/-x V/-x

2V -x(1-x)
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-d
Par suite : C(x)=J——x—, posons t=/-x

2/-x(1-%

dt .

C(x)=J1 ;= AT+ C . O = Arcig V3 +C,
+ U
Arctg /- C
Par conséquent y(x) = HOEV - Xth ) 48]
v =X

b - Résolation sur I, =]o,11[.

C(x)s ——
2V x(1-%

Par suite : C (x) = j En posant 1= Sx , cela donne ;

dx
2V x(1-x)
dt 1
C(x)=[—2=Argtht+C2 car sur ]-1,1[(Argtht)'=ﬁ—2.
1-t 1-t
Argthﬂ+C2
Vx

¢ - Résolution sur I, =] 1, +09 [.

Finalement y

On obtient par le changement de variable 1= /x

- dt
‘ X =
1-12
1

etpuisquesur ] -oo,-1[ U] l,+oo[ (Argeaht) = —
ona: C(x)=Argcotht+C, 1-1

Argeoth /% + C,
v'x

2- Soil f Ia fonction définie sur I, et I, respectivement par les formules (1) et (2).

Ainsi y @

f admet une limite finieen Qi C, =C,=0.
Cette limite est alors égale a 1. Posons f{0) = 1

La fonction f est alors continue sur ] - o=, 1 [. Montrons qu'elle est dérivable sur cet
mtervalle, 11 sufit de montrer la dérivabilité en 0.

Posons t= /x|

. Arcigt £ 2
st xel f(x)= " -—-]-?+0(I).
2
Argih
sixel, f(x) = rgll l=1+-l3— +o(f).
Amnsl pour X€ J-oo, +1[ f(x)=1+%+o(x).
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12.2

12.3

124

{ étant continue en O et admet un DL d'ordre 0 au voisinage de 0, clle est-donc

dérivablcen Q ct £(0) = 1/3 |
2
Intégrer I'équation differenticlle :  y' - 2xy=e” sinx.
Solution

Résolvons d'abord 1'équation sans second membre

dy

= 2xdx d'ou LOg L: X2
y C

y' -2xy=0 donc et par suite y=Ce*

Cherchons la solution de I'équation compléte sous la forme :

2
y=C(X)y, avec y, =¢c"

En substituant dans I'équation (E) on obtient :
] 2 . - - » e . ) .
C' (x) y, = e® sinx . Puis,aprés simplifications : C' (x) = sin x

Cequidonne: C(x) =-cosx +K

2
Finalement y = (K-cosx)eX . |
Intégrer I'équation diffenticlle :
2
E) y-Q2x-1y=¢
Solution

Equation sans second membre :

d y 2
y-2x-1)y=0 donc —yz=(2x-l)dx et par suite  Log == x

2-x
x

y=Ce

Equation complete par la méthode de Variation de la constante :

2
Posonsy=C(x)y, avec y,=¢ "
2

- (B)devient: C' (x) y, = eX . Puis, aprés simplifications :  C' (x) = ¢*

Parsuite: C (x)= ¢*+K

2 2 ,
Finalement : y=¢' +ke' *. [ |

déterminer la solution de 1'équation
(E) y +ycogx=e" -
sur l'intervalle ] 0,x [ telle que y (?) =0
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12.5

12.6

Solution
Equation sans second membre :
N dy " Y _ -
(E) y'+ycotgx=0 donc -Z=-cotgxdx dou Loz ol =-Logsinx
y
. C
Par suite : y=——.
S X

Equation compléte par la méthode de variation de la contante :

1
Posons y=C(x)y, avee y;=——.
(E) devient: C' (x)y; +C (x) [y'; +yjcotgx ] ="

Parsuite: C (X)=sinx ¢

Celadonne: C (x) =-e™**+ K
K _ COs A
Do y=
sm X
- 75
la condition y (_2") =0 nousdomme K=1

. 1-¢*
Finalement y=

§X

sin X

Résoudre I'équation différentielle :
(E) xy=¢" -y

Solution
L'équation peut sécrire:  xy' +y=¢ °  donc (xy)' =€ ©

Posons z=xy onobtient:  z'=e¢*
Aprés substitution, cela donne 1 ¢ dz =dx
Par suite e* =x+C
Dol z=log (x+0()
La solution sur un intervalle I tefque Og I et I © ] - C, +eo [ . est donnée par
Log (x+C)
e n

Intégrer I'équation différentielle suivante
¥+ 2y +xy' =0

Solution
C'est une équation de Bernoulli. On se raméne & une équation linéaire en divisant

ar y* ro2
pary LT ex=0
y hd
1 . -3y .
Pasons Z:ﬁ3 Z = on obtient : (E)
¥ ¥

>
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Résolution de I'équation sans second membre : - %— +2xZ=0

o &
On peut écrire 7=6xdx.

Cequidonne: Log %: 3x° o Z=C*

. 2
Résolution de (E) : posons Z=C(x}Z, avec  Z =¢*
L'équation (E) devient :

1 T 1 -3 Kz
-?C (x} Zy=-x ou encore C'(x) =3xe
- [ 3 x2
Par suite C(x):--2~e +K.
. 3 xz 1
Alnsi Zx)=Ke o
. 1
Finalement Yy = ————ee
2 1 .
3 3x
Ke - —i-
12.7 Résourdre I'équation différenticlle
Y +y=y'sinx.
Solution
C'est une équation de Bernoulli. Divisons par y*, il vient :
Yol
)’_2 +—=sinx
¥ ¥y
Posons 7= i donc A % ctonoblicnt ; -Z'+ Z =sin x .
y y

L'équation - Z'+ Z=0 admet pour solution Z =C¢e*
Considérons maintenant ¢ comme une fonction de x . (E) devient :
-C'e*-Ce*+Ce"=sinx.

C=- {sinxe'xdx.

On obtient par une double intégration par parties
sinx +cos X .

C= — ¢ "+ K

. sin x + cos x o 1

Finalement Z=—2—+Ke et y==. [ |
12.8 Déterminer la solution de I'équation différenticlle .
XY .
® 2
/2 2
xry 1 -1
définic sur R ct passant par les points A ( 0) B [ 0 )
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Solution
Posons ==

Y=xZ'+Z etdonc xy=x*Z'+x2
Ainsi y-xy =-x*Z'".

I . x*Z -1x12Z
L'équation (E) devient _ =1 d'oll —_ =1

Vv x2+x2 72 J1+72

Résolution sur R * :

-xZ L. (474 -dx
=1on peut alors écrire —— =

J1+72 1+2>

C
Donc Argsh Z = Log ~ avee C>0.

Puisque

C
Or ArgshZ=LogZ+/ 1+Z’) donc Z+/1+27 ==
Par suite : xZ++V X +x*2%=C soit y+ x2+y2 =C.

x=1lety=0 implique que C=1

donc : x2+y2=1-y d'olt xz+y2 =1-2y +y°.
. 1-x*
Finalement y= > pour xe R*,
Resolution sur R_* :onobtient si x < 0
xZ' dZ dx
—_—=1 Ou encore ————= <
1+272 1+7%
. X
Ce quidonne: Log (Z+ 1+Zz)=Log—C—. avec C<0.

Parsuite: x=C(Z+V1+7’)

Puis, en multipliant par x : x> = C(xZ- vV x* +x>Z%)

Et, apres substitution :  x*=C(y-/ x®+y?)

Pour que le point B (‘é ) ppartienne a la courbe il faut que C = - 1. On en déduit

que  x*+y=./x?+y? Enélevanten carré on obtient x*+2 x>y = x2. D'oil
2
X“+ 2 y= 1. 2

1-
Ainsi pour x e R*_ y= 2x
1-x2
Finalement y=-— Vxe R n
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(E) mz)t+y)('=m,/m:z:ﬁ(2+},r:z

qui passent par le point A (‘;)

Solution :
Posons Z=m*x*+y>  donc Z=2(mx+yYy).
L'équation (E) devient

! dZ
z . m /Z ouencore ——=mdx.
2 .
2 \/i
En intégrant, cela donne : VZ=mx+ C ouencore v m” x*+ y2 =mx+.C
y(0)=1lentraine que C=1 etdonne m’x* +y° =m’x* +2mx+ L

Finalement yr=2m x + 1
% Y m>0
m=0 1
—
-12m X
m=0
m<(
12.10 Déterminer la solution générale de 1'équation differentielle.
1
®  yey=-
e +2
Solution :

On va utiliser la méthode générale de résolution de I'équation compléte

(voir Tome 1 p. 279)

L'équation homogene (E}y"-y=0  admet pour solution y=c e+ e*.
Posonsy, = ¢ ct y,= €.

On peut chercher la solution générale de (E)sous la forme :y=uy,+VvYy,,

oﬁ u,v sont des fonctions a déterminer verifiant: 'y, +v'y, = 0
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Onaalors y=uy, +vy,.
o Y muy vy, fUY, +VY, .
En substituant dans (E) on obtient :
1

u(y" -y vy -y Huly vy, = —
e +2
el puisque y, et y, sont solutions de (E'), les fonctions u et v doivent satistaire

le systéme : Wy +V Y, =0

u' y'1+v' y,= " =f(0.
e +2
dont les solutions sont :
L 103 C N
W T W
oll w(x) désigne le Wronskien, de y, ¢t y, .
y y
ws=[ =2
¥y Y2
c)( e- X
Parconséquent: u=-| ———— dx el v= — dx .
2(e"+2) 26 +2)
En effectuons le changement de variable t=¢* onaura
= - a : Log(e"+2)+ A
m = - j Qg (e + ) + .
et le changement de variable s=¢*
Y s 1 sds__l[ 1L'“2|]B
- T N 72 |v2w Flipreslitesijeb.
2 (—- + 2)
$
1 -X -x
=5 [Log(1+2e }-2e 1+B.
1 -
=7 [-x+Logfe"+2)-2¢ " 1+B.
- X X X X X
. n Log(e +2) e Log(e" +2) xe 1
F —Ae x © Xxe i
inalement y e +Be 5 + 7 i m
12.11 Résoudre et discuter, suivant les valeurs du paramétre réel m, 1'équation

differentielle :

(E)  y"-2y+y=xe™

Solution
L'équation sans second membre (EYy"-2y+y=0 admet pour équation
caractéristique associée A*-2A +1=0 dont la solution unique est A=1, etla
solution générale de (E) est alors y = e (A + Bx) .Soient y =¢" ety,=x¢e" lcs
solutions correspondantes respectivement & {A,B) = (1,0) et (A,B) = (0,1) .
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Résolution de 1'équation compléte (E)
Chercher la solution sous la forme y=uy,+vy,

ob u et v sont deux fonctions A déterminer telles que u'y, + v'y, =0
on aboutit alors au systéme suivant :
{u‘ ¥i+V y,=0

vy, +vy, =xé"

X X
dont le déterminantest . w(x)= ¢ xe |=e2".
e (Q+x)e’
mx
yzxe _x2exemx
et u =- = =-x2m- D=
w () 2x
e
m X X .mx
, _Yipxe _xe'e = xem-1x.
w (X} e
Ainsi u= | 2™ gy e vae | xe®™DE gy
ler cas:si m=1
5 <2 , <2
u= | -Xx dx=v?+A et v= xdx=—2~+B

1.a solution générale de (E) est alors

3 6
2éme cas:Si m=1:

v= xc(mfl)xdx—x—e(m-l)x- ————c{m‘l)xdx
T m-1 (m- 1) ’

xe(m‘l) e(m* 1)
= 1 - 2+B
m- (m-1)

3 2 3
X X
y=(-—+Ajc‘+[7+B]xe". Clest 2 dire y=e‘[£—+Bx+A}

2 (m- 1)x

3 (m-1)x m-1)x
us [P Uxg = 20 + xe S8 -I+A.
m-1) (m-1) | m-1 (m- 1)2_]
m-1)x-2 L4«
D'od finalement y= (—)—Be +¢e' [A+Bx). -
{m-1)
12.12 Soient P(x) un polyndme et a,b,c,s des constanies réelles. (a = ) .

Montrer que I'équation différenticlle (E)  ay" + by + cy = P(x) ¢%%
admet une solution ynigue de 1a forme y = xK Q(x) ¥

ol Q(x) est un polynéme de méme degré que P(x) et k=0 si s n'est pas
racine de I'équation caractéristique :  {C) ar+bh+c=0.

et k=1 ou k=2 suivant que s est racine simple ou double de (C).

http:/ / fribok.blogspot.com/



224. Chapitre XII

Solution
Déterminons un polyndme R(x) tel que y = R (x) %* vérifie (E)
y'=(R'(x}+sR () e
y" = (R" (x) + 2 52 R"(x) + s R (x)) &%
En substituant dans (E) on obtient
[@ast+bs+C)R{(x)+(2as+b)R'(X) +aR" (x) ] e =P (x) &**
Posons A=a32+bs+c,B=Zas+b,C=a.Onobtiem:
() AR()+BR'(x)+CR"(x) =P(x)
Posons: P(x)=a,+a, x+ .43 x" avec a=#0.
1€T eas : Si s est racine double de (C) : Alors A=B =0
L'équation (1) devient CR" (x)=P(x)
Cette équation admet une solution unigue de la forme
R(x)=x[b,+b, x+.+b x"]

ak

Ona = DED

pour tout k.
2€Me cyq : Sis est racine simple de (C):  Alors A=0etB# 0,
L'équation (1) devient BR'x)+ CR"(x)=P(x) (2)
Cherchons une solution de la forme
RE=x [b,+b x+ . .+bx"].
I'équation (2) s'écrit :
n-1 n

B Z (k+1)b x5+ C Z k+1)(k+2b, <= 2 as.

k=0

On obtient par identification

M+ Bby=a, etk+ }Bb +Ck+ 1)k+2)b,, ;=48 pourk=0,1,.n-1

Ces relations peuvent se mettre sous la forme d'un sysiéme :

B 2C (Jsssessl) bo &
0 2B  6Ceeaas0 | |0 | 12
eersesee 3B nm1XC .
Osesssees 0 (1B [b, a,

C'est un systeme de Cramer, admettant donc une solution unique.
Jeme cas : si s n'est pas racine de (C) : A # 0.
n

Cherchons une solution de la forme R (x)= 2 bk
L'equauon (1) dev1ent

n
Z b s* +B Z k+1)b,,, x5+ C E (k+2)k+ Db, ,x"= 2 a x"
k=0

k=0
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On obtient par identification le systéme suivant :

A B 2 0 0y (%) (%
0 A 2B 6C b, a,
A 3B 0 SRk
A n(n-1)C
: nB . .
\0 o0 A b)) &)

A étant non nul la matrice du systéme est inversible et ce dernier admet une solution

unique.

Remarque :
le résultat établi reste valable dans le cas ot a,b,c,s sont des complexes.

12.13 | Intégrer 1'équation différentielle
(E) y'+2y+2y=e¢ *cosx.

Solution
L'équation caractéristique est A%+ 2X +2 =0 dont les solutions sont- 1 +1i et

-1-1. et lasolution générale de I'équation sans second membre est
yg=¢ *[Acosx+Bsinx].

Cherchons une solution particuliere y, de I'équation complete (E). Puisque e X cos x

est la partie réelle de e(' T+i)x , déterminons une solution particuli¢re complexe
de I'équation (E) y"+2y'+2y= e 1+Dx

s = - 1 + i étant une racine de 1'équation caractéristique. Cette solution particuliére

sera de la forme y = ax ¢3*  (voir exercice 12.12)

dou y'=(a+sax)eSX
2Xax) ¢5X et en portant dans (E) , on aura

SX _ oSX

y'=(2sa+s
Qsa+s?ax)eS*+2@+sax)eSX +2axe
puisque s2+2s+2=0cets+1=1i, on obtientalors

rof —

a=-

une solution particuliere de (E.) estdonc - 5 X ¢ * dont la partie réelle est

X -X . —
5 e smx=y,.
la solution générale de (E) estalors y=yg+ Yp soit :

y=e'x[Acosx+Bsinx+%sinx]. [}

12.14 Intégrer 1'éguation différentielle :
y"-4y'+4y=x-ezx +25cos X .
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Solution
L'équation caractéristique (C) A’-4 A +4 =0 admet une solution unique A = 2
la solution de I'équation homogeéne y"-4y' +4y=0 est y=(A +Bx)e?"
Determinons une solution particuliere Yp.1 de (E) y'-4y+4y=xe"
2 étant racine double de (C) on cherchera cette solution sous la forme y = R (X) er
avecR x) = x2 (a+bx).
onobtient : y' = (R'(x) + 2 R(x)) 62 X
y'=(R"(x) +4 R (x) + 4R (x)) ¢2

en substituant dans (E)) on btient :

R" (x) e** = x e** puis, apres simplifications 2a + 6bx = x

o\lxuoxl._-

Cequidonne a=0 e b

2x

Finalement Ypu= g€

Détcrminons une solution Yp.2 de y"-4y'+4y=25cosx.
Celle ci sera obtenue comme la partie réelle d'une solution de :
E) y' -4y +4y=25¢e""

En substituant dans (E,) on obtient :

-a-4ai+da) e'* =25¢%

25

3-43

yp,2=Re[(B+4i)e' "]
Yp,2 =3 cosx-4sinx
Yp=VYp,1+Yp,2 estune solution partuculiere de (E) .
finalement la solution générale est :
3
X 2 x .
y=(A+Bx+——)e +3cosx-4smnx.

6 ]

12,15 |a) Soit o un parmetre réel, déterminer la solution y, de I'¢quation differentielle :

V'+2y+ (1 +0d)y=1.

telle que y, 0= et Y0 = 1.

1+«
b) x étant fixé, montrer que l'application o ———— Yo (x) estcontinue en 0.
Solution
a) 'équation caractéristique est A>+ 2 A+ ( 1+ % =0 dont les solutions sont
-lxlali.
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12.16

Le second membre de (E) étant 1, (E) admet la solution particuliére Yp =

Ainsi 1'équation sans second membre admet Ia solution

y,=¢*[Acoslolx+Bsin lolx] .

2
Ainsi la solution générale de (E) est l+a

y=yh+yp=e'x[AcosIOLIx+Bsinloc|x]+ > -
l+a

y(0) =A+ dolt A=0.

l+o
y(x)=e¢* [-Bsinlalx+laiBcoslalx].

1
y (0) =laiB=1 doll B=— si a=0.
lod
Finalement la solution de (E) est :
- X

€ .
y =—smnlalx+
a

lod

si o #0.

1+o

X

Si a=0 y,=xe *+ 1.

b) x étant fixé ona y,—— y,_ (x) donc y_ est continue en 0. comme fonction de ¢ [l

Si Ia population d'un pays double en 50 ans, en combien de temps triplera-t-
elle compte tenu du fait que le taux instantanné d'accroissement est
proportionne! au nombre d'habitants.

Solution

Appelons y(t) le nombre d’habitants a I'instant t.
L'accroissement instantanné de y étant proportionnel 2 y.
Signifie que dy dy _

~— =ky d' ol v kdt. cest-a-dire y=c(,) e

k(- ty)
di ’

C (t,) estla population 2 l'instant t,
Si l'unité du temps est I'année on a par hypothése y (t +50) =2y () (1)

On doit déterminer T tel que y(t+T)=3y(@® (2
. 50 - k(- 1)
(1) peut encore s'écrire. C (1) et Y t,)e Flo
. Log2
cest-a-dire  e3%=2 d'od k = _50%_ .
| X Log3 Log3
. kT

é = = =_—"_.50 = 7924

de méme (2) entraine e 3 soit T K Log2 50 8

Ainsi la population va tripler pour T =79,248 ; cest-a-dire en 79 ans et 3 mois
environ. B
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NOTIONS SUR LES FONCTIONS DE PLUSIEURS
VARIABLES

13.1 Soit la fonction f de %2 dans R définie par

Xy - 3% + ?y3

X2+y

of
a) En revenant aux définitions caleuler 57 et P en (0.0)

0,0y =0 e {(x,y) = ailieurs

of f o,
b) En utilisant les formules classiques, calculer — et ; ailleurs
¢} Ecrire la différenticlie de f au point (0,0). ox Y

Solution
of . (b, 0)-1(0,0)
a) = (0,0) = Im ———— =
dx hob h
f(0,h)-
9—1"(0,0) - lim O -1(0,0 -7
ay h— 0 h

b) En appliquant la formule de Ia dérivée d'un quotient aprés avoir supposé
successivement y puis x constantes on trouve :

f( ) },'3—x2y—3x4~9x2y2714xy3
— (X, y}=
ox (x2+},2)2
af < -21 Ky xy? + 65y + 7y
e =y = 23
x7+y%)

et celd en tout point (x,y) # (0,0).

of of ‘
)d 1(0,0)==—(0,00dx +—(0,0)dy=-3dx+74dy.
ox oy -
13.2 Soit la fonction définie par
1

f(xy,2)= ——on—

S 2 "2 2

X +y 4z
&t , r Pt ok
Calculer =, — etlaquantit Af=—+—+—
o% g ax” 9y 9oz
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13.3

13.4

Solution
of X 2% 2wy A
on g a—x(x,y,z)=-—_—_2 BRERT at —z(x,y,z)= . 2Y -
(X" +y +27) ox (X +y + 72

et puisque X,y etz jouent des roles symétriques dans l'expression de f,
on en déduit que :

9%f _ 2y2-x2-z2

—2(x,y,z)— 2 2 2572

ay X +y +2)

et que

2 2 2 2
2z -x"-y

"—2(x7y52)= 2 2.5/2

dz " +y" +20)

d'on le laplacien de f est 1el que :

O fixyz) ’f
atey=2 2 T+ iy =0
X dy oz

on dit alors que f est harmonique. [ |

Soit f 1a fonction de &2 dans R définic par :

Py =xt+y*-2(x - y)?
Trouver tous les points critiques de £

Solution 5
Les points critiques M (x,y) sont tels que _f (x.y) =
dong ici Ix

4x3 4 (x-y)=0
et 4y3+4(x-y)=0
Les selutions sont les points (x,y} tels que x = -y avec soil x =0, soil x+ /2
d'oi les 3 couples solutions

x=0 el y=0

x=2 el y=-./2

af

ay(x,}')=0

x=-V2 ot y=12 |
Soit f une fonction de 22 dans X . on note le Laplacien de f:
3’ 3°f
AfOy)= — Xy +— ()
dx ay

et on dit que f est harmonique si Af (xy}=0 V¥V {x.y}
vérifier que les fonctions suivantes sont harmonigucs

f, 0,y =Log oy’ Ly =t eosy.
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Solution
3, X 9°r, - x2
ygona  —(xy)= et —(xy) =———s
ox " +y2 P (x2+y2)2
d'oll puisque x et y jouent des rdles symétriques dans f;, on en déduit que :
a’f 2_ 2
9y’ o+
2’1 3t
etalors  Af) (x,y)= _2(X’Y)+ —z(x,y)z 0
Jx ady
b) fy (x,y) =e*cosy alors
of, 9°fF, (x,¥) ]
% Ke¥) = o2 =, (x,y)=¢" cosy.
31, . 9%, .
W(X,y)=-e siny et a—yz(x,y) =- etcosy- fr (x.¥)
d'ou Al (xy)=0 -
13.5 f étant une fonction de B2 dans R , on pose
x=71c0s8 ¢t y=rsinb
et on définie alors la fonction Fpar : F(r,0 =f(rcos 0 ,rsin0)
Montrer que
FFE(r,o 2
Af(rcosB,rsin9)=L+la-—F(r,9)+-la—F(r,8)
or rar A 892
Solution
dF 9dfdx dfdy 0 af . Baf
'a"?-—a—xa—r'f a—)-,'(ﬂ— Cos ﬂ"‘Sil’l a—
*F af . _af ar  _af
—=cos 0 a—g(cose a—x+51nﬁgﬁ§)+smea—y(coseﬂ+sm9 3-—y-)
) 9%t dcos® 5f asin® gt
=cosew5+cm9 3 .a—+cos0 T—a—+c059 sineﬁ
Ix X X x dy Xxdy
2
C o f . dcos®9f  ,  Ff dsinB gf
+sm® cos® —~—+sin@ —x———+8i0°0 —— +8N0 ——— —
dyax Jy ox 3y dy dy
2
2 df
=ooszea—tt+2sin9 cos 0 +sin28-aif—+
ax’ ox dy 3y*
{8 of a(sinﬁ)af} ) [80059 of osiné af}
COs g—x-(cose)a—;+—-——-——ax 5’; + 7y B_x+ 3y 3y
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X
Or cos B = TE et ging =

13.6

x2+y X" +y

0 -5in® cos P
a—y(CCS 9) =
d(sin®) sin®B cosH d(sin®) cos O
de méme =- et =—
ax T dy T

et finalement en remplagant dans l'expression ci-dessus.
2 2
2 2
. g f o f f
ona a_F= 00529—2 425816 cosB = +5in° @ a—z (1)
PYe) Ix axdy dy
D'autre part
dF df ax afdy  af df

TRCEETIE ST PR FA T

et )
g°F P f
2:12si1129 —Z-Zrzsinﬁ cos 6
38 dx
en divisant (2) par r* ¢t en la sommant avec (1) on trouve
3t 3%f 3*F 193F 193°F
Af(x,y)=—2+_2=a_._i+Ta_r+?aiz
ax° dy° odr “ 3.

d f
3
axay-l'rzCOS 0 ﬁ-rﬂ

dans R , on définit la fonction f par :
3 4 sin x + cos y\ Y
TN ELISED)

1) Montrer que f est définie , continue et différentiable sur R2
2) En utilisant les formules classiques, calculer le developpement limité
de f an voisinage de (0,0} & l'ordre 3.

Py af of
3) En déduire T 0,0) et 7y (0,0).

4} Calculer éELf et ? en un point quelconque de R2et vérifier le
X ¥

résultat donné en (3)

Solution )
08
1) f(x,y) :exp {Log (iﬂ:.—-‘-c._s_()k Sin)’}

http:/ / fribok.blogspot.com/




232 - Chapitre XIII

. L2
comme  Sinx +cosy = -2 Vo(X,y) € a7

J+sinx +cosyn L , . )
Log A S ¢st done définie, continue ef difterentiable comme composée

de telles fonctions. Il en résulie que { est différentiable sur 32

. 3 2
3+sinx +cosy 1{ X ¥ 3 3}
- Y = - o I
2) ) 7 3+x 6+1 2+€(x,y)(|x +ty ")
X y2 X3 3
- S It
1+ 73 24+e(x,y)(lx + 1y ")
I+sinXx +cosy X y2 x*
Log | —— 7 | = =l —-— |- — al
o;,( p J Log (1 +u) (4 Y, al'ordre 2

. 3+sinx +cosy X y2 X
smy.Log(*——K———]';Y T R -2 alordre 3

23 2.3
- cep By oy Y T
d'ob f(x,y)—cxp{z =% =1+ T %% +e(VIx I +1y1)
3) on en déduit done que :
(0.0 1 . af(O,O)_O . af (0,0
0= ¢ dx ¢ dy
4) on trouve .
of(x,y) SI Y COS X
dx  3+sinx+cosy f(xy)
df(x.y) { 3+sinx+cosy sinzy }
et = . ;
dy 'LOSyLOg[ 4 J- J+smx+cosy f ooy

et on vérifie bien les résultats trouvés en (3) puisque
£ (0,0) 2r(0,0)
I(0,0)=1, 3% "y =0

13.7 Soit f 1a fonction de R? dans R définie par :
2
fxy) = x3y +eXy

3*f ot , )
Calculer IXTy et IV et montrer qu'elles sont égales.

Solution
M, 4w 3 xy*
ﬁ_3)( y+y.€ et 5—)—{—){ +2xy €

11 s’en suit alors :
It 9 afy 9, .y
m:(.)‘_x[ﬂ):a_x(x +2xy €77)
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2 2 2

=3x2+2ye™ 12xy.y2. e =3 2+2(0+xyHye?y
Fr 3 (of\ 9 . o X
syax=ay (ox ey Xy
2 2 2

=3x*+2ye™ +2xy.y2.e® =3x2+20+xy)yeY .

3% f ot f
dxdy dydx

On voit bien qu'on a 1'égalité . Cette églaité provient du fait que

ces dérivées partielles existent et sont continues en tout point (x,y) € R

13.8 Soit f la fonction de R? dans R définie par :
s

Xy
fxy) = 3

F i 3% f
Calculer Hﬂ—y(o’o) et IyTX (0,0) puis conclure.

si x#-y et f(xy)=0 si x=-y

Solution
En tout point (x,y) € R? telque x#-y ona:
af( ) y> af( ) 2y x% + xy?
X’y = et x,y = e
ax (x+ y)2 ay x+ y)2

D'autre part, cn revenant a la définition, on peut calculer
af Jf
% 0,00=0 = a—y 0,0) .

11 s'en suit immédiatement que :

ot o i Lo
aTa—y(O»)—leoy B_x(o’y):]
2
aaTaf_x(O’O)= lim %.g—;(x,O)=O
x—= 0

2 2
Conclusion : Comme IXIy 0,0) # Ty Ix (0,0), 'une au moins dc ces deux

dérivées partielles secondes n'cst pas continue en (0,0). [ ]

13.9 Chercher les extrémums relatifs de la fonction
fy)=-2 -y +xt+y
et préciser leur nature

Solution
les extrémums de cette fonction, ont déja ¢1é détérminé dans I'exercice (13.3)

etsont A(0,0), B(2,-vV2 C(-V2,V2)
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a)En A ona f(0,0)=0.
et au voisinage de (0,0) on peut écrire

- "2 4 OM (12
f(xy)=-2x-y) +IOMI” g (x,y)
donc au voisinage de (0,0) f(x,y)<0 donc A estun maximum relatif.

b) En B f(V/2,-S2)=-8

Zf

o)

Ft
=4(3x*-1) et —2=4(3y2—1) et
X ay

ona

|

D
(¥}

posons x=+'2+h y=-V/2+k

s 1 2 2 2
d'ou f(x,y)=-8+—2—[20h +8hk+20k"] + IOMII” € (h,k).

donc f(xy)-f(B)=f(xy)+ 8 estdusignede 10 h?+4hk+ 10Kk2 qui est
toujours >0.

donc f (x,y) +8>0 d'ot B est minimum relatif.
cyen C méme chose et on trouve que C est aussi en minimum relatif, |
13.10 On se propose de déterminer toutes les fonctions f de R? dans R de classe
Cl, vérifiant. 5t ot
a = +b y=¢ (Eqp)

olla,b,c,sontréelsavec a=0 et b=#0
1) Soit ¢ R? - R2
xy) > oxy)=(@v) avec u=ax+py
etv=yx+d8y avec ,B,y,8 réels et ad-By=z0
Montrer que f est solution de (Eq) si et seulement si

g:(yv) > g(uyv) définiepar g=fo (p'l est solution d'une
équation que I'on déterminera.
2) Montrer qu'on peut choisir a, B, ¥, 8 de fagon que g satisfasse a
une équation particulierement simple dont on déterminera les solutions
3) Trouver toutes les solutions de (E1) relatives a ce choix.

Solution
1) f de classe ¢! donc g de classe cth.
on a alors :
of dgdu dgav dg dg
dx dudx avax Yau Tav
dof dgdu dgav ag dg
ﬂ=£ﬂ+3_vﬂz Byo+Ysy:
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d

| e

3
doi fe (E) & a +b[3)a—§+ act + bd)
donc fe (E)) © ge (Ey)

2) choisissons o, B, yet & _ telsque aa+bB=1 etay+bd=0
etalors (E,) devient é_g= ¢ cest-a-dire g (uv)=cu+h(v)

v= c. (Ez)

(a1}

u
3)on aura alors f (x,¥) =c (ax +8y) +h (yx+8y) ob h estde classe C! -

13.11 Soit la fonction f définie par :
f(xyz)=xLogx+yLogy+zLogz

les trois variables liées par la relation x+y+z=0

Déterminer la nature de l'extrémum de f.

Solution
Le lagrangien cst alors tel que :

L (x,y,2) = [ (X,y.2) - A (x + y + z) et I'extrémum sera donné par le systéme suivant :

JL
ﬁ(x,y,z) =logx+1-A=0
JdL
a—y(x,y,z)=bogy+l«l=0

oL zy=10 1-AL=0
E(x,y,z)— gz+1-A=

X+y+z=0 o
ce qui nous donne Logx=Logy=Logz c(lestd-dire x=y=z= =

Précisons la nature de cet extrémurmn, en utilisant ic développement limi*.- de la
fonction f au voisinage de cc point, pour ¢cla

o o . o C
posons X—T+h’ y==g + et 2=+ .
. o o 3, . 2
d'ou fix,y,2) :aLDg—g—+(1+Log—3—)(h+k+[)+§u(h +k"+LH)+
. : o

2
(h* + k" + L) e(hkL)
rx+y+z=0 dodt  h+k+0=0
¢ o 3 2 2
don [y =1 (=, —, —)+¥(h2+k2+[ ) +(h2+k2+ L)ehk,l)
] 37373 2

¢'cst-d-dire que cet extrémum cst un minimum n
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13,12 ] Soi la fonction définic par :

Xy .
[——— st (x,y)= (0,0}
[{x,y)=4v X +y"
0 si (x.y) =(0,0)

Etudicr la contnuité des derivées particlles premidres de f, et la différenticlle de [

Solution
cn (0,0) , les [oncuons particlies sont
X o= fx=0 ct y » [0 y=0
donc arOO —afOO—D
g_x-( s ) “a‘_}j( + )—
St xw=0OM0 ona:
J f( ) y : af( . x
—(Xy)=——"-= ¢ == (X,y)= ———=—
dx RENNEE Jy REINEXT

pourles (x,y) # (0,0), la continuité des derivées particlles premicres résulte des
théoremes généraux, et done fa fenction { est différentiable en de tels points.
pour (x,y) = (0,0, en passant aux coordonnées polaires on a

Jof 3 af 3
a—;(h,))—sm 6 et a—;(h,})—cos g .

donc les derivées particlies n'ont pas de limite lorsque 1 tend vers zéro, d'oi 1a non
continuité des derivées particlles premidres de f au point (0,0).

t peut cependant étre différentable en ce point, car il suifit de trouver unc fonction de
deux variables € qui rend vers z¢éro en (0.0) et telle que

FO0Y) =100 +0x + 0y + 2% +v2 £ (xy)
Xy
Xz + y2
Or ceue fonction n'a pas de limitc en (0,00 (cf Livre du cours méme collection)
donc I'n'est pas differentiable en (0,0).

Onauraalors g (x,v)=

13.13 Calculer une valeur approchée de Arcig —)- au voisinage du point
(171}, en pulisant la diférenticlie.

Solution
Soitlafoncton ey yy= Areg 2 clle est définie, continue, admet des derivées

particlles premitres continues pour x = (), donc elle est différentiable en tout point
{xypavee x # 0, enpacticalier an poing (1,1),
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Soit (1 + h, 1 + k) un point voisin de (1,1), on a alors

: ; of af
f(l+h,1+k)zf(l,l)+hﬁ(l,l)+ka—}-,(l,l)

af y of X
Or — = _ -

ax(x,}’) x2+y2 et ay(x,y)—x—-—2+y2 pour x# 0
s af 1 of 1
d'ou —_— =_ il =_

ax(l'l) 5 et ay(1,1)— >

1+k ™ 1
i f(l+h,1+k)= — =4 — (k-
et finalement (1+h,1+k) Arctgl+h 7} + 2 k- h)

N

13.14 | Soit I'équation

x3+4xy+22-3y22-3=0 (E)
montrer que (E) permet d'exprimer z en fonction de (x,y) au voisinage du
point (1,1,1), calculer alors les derivées partielles premiéres de z au point (1,1).

Solution
f(x,y,z) = X3 + 4xy + 22 - 3yz2 -3
f est une fonction polyndme possedant donc des derivées partielles continues :

of =3x*+4 : of =4x-32?
a—x(x,y,z)— X" +4y : a—y(x,y,z)- x-3z

et g—i(x,y,z)=22-6yz et au point (1,1,1) ona

of of af
B_x(l’l’l)=7 , B_y(l’1’1)=1 et a—Z(l,l,l)=—4

of s
puisque f (1,1,1) =0 et . 37 (1,1,1) # 0 . Le théoréme des fonction inplicites

(cf livre cours Tome I), assure que z peut s'exprimer en fonction de (x,y) au voisin-
age du point (1,1,1), et qu'on a:

af
a_z(l’l’l)

dz 7
a';“’”’m-z‘
dz 7’
et of
02,y D 1
Iy’ My *
az 7’ [}

13.15 | Montrer que (3x% - 4 y2-2x) dx + (x*- 8 xy) dy. peut s'écrire comme la
différentielle totale d'une fonction f et trouver cette fonction.
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- Chapitre XIII

Solution
1ére méthode - Supposons que

af . ar
(3x2y-4y2-2x)dx+(x3-8xy)dy=df=:s(dx+Tydy
£
Onaalors : [%:3;423%4);2«2)( (1}
Af
Ty:x-Sxy {23

En intégrant (1) par rapport 4 x en gardant y constant, il vient ;
fxy)=x"y-4xy2-x2+C (.

ou C (y) est laconstante d'intégration par rapport a x. Ensuile, en dérivant  (x,y)

par rapport & y gardant x constant, il vient :

3 N
=x -8xy+ (' .
Iy y (¥)
Maintenant, en substituant ccci dans (2), on obtient la fonction f cherchée qui peut

dong s'écerire : ((xy)=xy-4xy?-xX®+K:
ol K cst une constante arbitaire.

2éme méthode : On peut utiliser unc méthode direcie on groupant fes wermes ;

3x%y dx + (x° - 2y) dy = 3x%y dx + x* dy) - y2 dy

=3y dx +x3dy) + Qdx -y dV) =d Py +d (¥ =d (Fy -y

Par suite, c'est bicn la différenticllc totale d'unc fonction { définic par :
fxy=xy-y’+K

ot K est une constante arbitaire. u
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